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PREFACE 


M.  P.  Sergesco,  a  qui  l'activite  mathematique  de  la  Roumanie  doit 
tant  d'initiatives  heureuses  soutenues  par  un  inlassable  devoue- 
ment,  a  juge  utile  de  publier  une  serie  d'Ouvrages  destines  a  servir  de 
guides  au  public  mathematique,  places  entre  les  trait£s  classiques  et 
les  memoires  originaux  :  ils  conduiront  ainsi  les  travailleurs  au  seuil 
meme  des  regions  oii  s'elabore  la  recherche  mathematique.  Ges 
Ouvrages  seront  edites  par  les  soins  de  l'Universite  de  Cluj. 

II  a  bien  voulu  me  demander  de  composer  le  premier  d'entre  eux  : 
je  lui  suis  tres  reconnaissant  d'avoir  ainsi  donne  un  nouveau 
temoignage  des  liens  d'amitie  et  d'estime  qui  unissent  les  mathema- 
ticiens  roumains  et  ceux  de  mon  pays. 

Ge  petit  Livre  traite  de  la  theorie  moderne  des  fonctions  entieres  ou 
meromorphes.  Cette  theorie,  depuis  la  decouverte  due  a  M.  Picard, 
a  pour  but  l'examen  de  la  repartition,  autour  du  point  singulier,  des 
points  ou  la  fonction  prend  une  meme  valeur.  L'etude  de  la  distribu- 
tion des  modules  de  ces  points  est  tres  avanc^e  et  les  resultats 
paraissent  avoir  pris  une  forme  definitive  avec  les  travaux  de 
M.  R.  Nevanlinna  :  ils  sont  exposes  dans  les  trois  premiers  chapitres. 
Les  deux  derniers  sont  consacres  a  l'etude  de  la  distribution  des 
arguments  des  memes  points,  etude  beaucoup  plus  recente  et  dont 
les  progres  semblent  lies  a  ceux  de  la  theorie  des  families  normales 
dans  laquelle  elle  a  trouve  son  point  de  depart  et  ses  premiers  progres. 

Le  texte  reproduit  en  substance  les  lecons  que  j'ai  eu  l'honneur  de 
t  in*  u  rUniversite  de  Cluj  en  mai  1929.  La  redaction  est  due  a 
M.  P.  Sergesco  a  qui  j'adresse  mes  vifs  compliments  pour  le  soin  et 
l'exactitude  ix\ac  Jesquels  il  les  a  restituees.  II  a  ajoute  quelques  pages 
tiroes  de  mon  cnscignement  a  la  Sorbonne  la  meme  annee,  d'apres  la 
redaction  de  M.  Brun,  eleve  a  l'Ecole  Normale  superieure,  que  je 
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suis  heureux  de  remercier  aussi.  Depuis  que  ces  lecons  ont  ete  pro- 
fessees,  la  Collection  de  Monographies  que  dirige  M.  Emile  Borel  a 
publie  un  livre  de  M.  R.  Nevanlinna  :  St/r  l<-  theoreme  de  Picard- 
Borel,  qui  contient  un  expose  magistral  des  iravaux  de  son  auleur. 
Je  ne  saurais  mieux  faire  que  d'y  renvoyer  le  lecteur. 

Je  souhaite  le  plus  franc  succes  a  cette  Collection  d'initiations 
mathematiques.  Je  voudrais  esperer  que  ce  premier  Ouvrage  rendra 
quelques-uns  des  services  que  l'on  attend  d'elle.  En  tout  cas  il  pourra. 
par  ses  defauts  memes,  marquer  les  ecueils  a  eviter. 

L'impression  des  livres  a  ete  confiee  a  la  maison  Gauthier-Villars 
et  Cie  :  c'est  assurer  a  leur  presentation  une  forme  universellement 
reputee. 

Paul  Montel. 


INTRODUCTION 


L'Algebre  etudie  les  polynomes  et  les  fractions  rationnelles;  la 
Theorie  g^nerale  des  fonctions  Etudie  d'abord  les  plus  simples  des 
fonctions,  apres  celles  de  l'Algebre  :  les  fonctions  entieres  et  les  fonc- 
tions meromorphes. 

Une  fo net ion  entiere  de  la  variable  representee  par  z  est  une  serie 
ordonnee  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  convergente  dans 
tout  le  plan  de  la  variable  complexe.  C'est,  en  quelque  sorte,  un  poly- 
nome  indefini. 

Une  fo  net  ion  meromorphe,  quotient  de  deux  fonctions  entieres, 
apparait  aussi  comme  une  fraction  rationnelle  indefinie. 

II  y  a  une  difference  profonde  entre  les  fonctions  entieres  ou 
meromorphes  et  les  fonctions  de  l'Algebre.  Le  fait  de  r^unir,  non 
plus  un  nombre  fini,  mais  une  infinite  de  monomes  en  <s,  fait  naitre 
a  l'infini  un  point  singulier  d'une  nature  speciale  appele  point  sin- 
gulier  essentiel,  que  les  polynomes  ni  les  fractions  rationnelles  ne 
possedent.  II  est  vrai  que,  dans  l'etude  de  ces  dernieres  fonctions,  on 
appelle  singulieres  les  valeurs  qui  rendent  les  fonctions  infinies  :  ce 
sont  les  poles.  Mais,  dans  la  Theorie  des  fonctions,  ces  valeurs  ne 
doivent  pas  etre  considerees  comme  singulieres,  car  l'infini  est  une 
valeur  ordinaire  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  ou  sur  la  sphere 
de  Riemann  qui  lui  correspond  par  une  projection  st^reographique. 

Ce  qui  caracterise  une  fonction,  ce  qui  la  distingue  des  autres, 
c'est  I'ensemble  de  ses  singularites.  II  en  est  des  fonctions  comme  des 
objets  concrets  et  des  etres  vivants.  C'est  done  cet  ensemble  de  points 
singuliers  qu'il  faut  etudier  pour  connaitre  la  nature  profonde  d'une 
fonction.  A  ce  point  de  vue,  les  fonctions  entieres  et  meromorphes 
sont  caract&risees  par  V existence  cVun  seul  point  singulier.  Elles 
apparaisM'nt  ainsi  comme  les  plus  simples. 
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Pour  nous  rendre  compte  de  Ja  distribution  des  valeurs  que  prend 
une  fonction  f{z),  nous  allons  etudier  la  repartition  des  racines  de 
l'equation 

f(z)  =  a, 

dans  laquelle  a  designe  une  constante  arbitraire. 

Le  probleme  est  bien  simple  pour  le  cas  des  polynomes.  En  effet, 
soit  P(-s)  un  polynome  de  degre  /i.  L'equation  P(^)  =  aa  n  racines. 
On  peut  les  enfermer  toutes  dans  un  cercle  suffisamment  grand,  ayant 
pour  centre  l'origine. 

Le  nombre  des  racines  croit  done  avec  le  degre  n  du  polynome. 
D'autre  part,  quand  le  point  z  s'eloigne  a  Pinfini,  le  module  de  P(-s) 
croit  comme  rn,  en  posant  r=\z\.  Done,  un  polynome  prend  la 
valeur  a  arbitraire]  un  nombre  de  fois  d'autant  plus  grand  que  son 
module  croit  plus  vite  vers  I'infini,  quand  le  module  r  de  z  croit  inde- 
finiment.  II  y  a  un  lien  etroit  entre  le  nombre  des  zeros  de  P(z)  —  a 
et  la  rapidite  de  la  croissance  du  module  de  P(^). 

Alors,  pour  etudier  la  distribution  des  zeros  de/(^)  —  a,f(z)  desi- 
gnant  maintenant  une  fonction  entiere,  nous  sommes  conduits  a  exa- 
miner comment  se  comporte  \f(z)\,  ou  plutot  son  maximum 
pour  \z  \  =  r,  quand  z  s'eloigne  a  I'infini. 

Avant  1879,  on  savait  seulement  que,  au  voisinage  du  point  a 
I'infini,  f(z)  s'approche  autant  qu'on  le  veut  de  toute  valeur;  e'est- 
a-dire  que  f(z)  prend,  pour  des  valeurs  de  z  dont  le  module  est 
arbitrairement  grand,  des  valeurs  pour  lesquelles  \f(z)  —  a\  est 
arbitrairement  petit. 

En  1879,  M.  Picard  fit  connaitre  un  theoreme  celebre  :  Une 
fonction  entiere  f(z)  prend,  au  voisinage  du  point  a  Uinfini,  une 
infinite  de  fois  toute  valeur,  sauf  peut-etre  une  seule. 

Si  cette  valeur  existe,  comme  il  arrive  par  exemple  pour  la  fonc- 
tion ez  qui  ne  prend  jamais  la  valeur  zero,  on  dit  que  e'est  une  valeur 
exceptionnelle ,  au  sens  de  M.  Picard,  pour  la  fonction  consideree. 

Pour  toute  valeur  a  non  exceptionnelle,  Petude  de  la  distribution 
des  zeros  de  f(z)  —  a  nous  conduira  a  deux  types  de  questions.  En 
premier  lieu,  on  peut  s'occuper  des  modules  de  ces  zeros;  en  second 
lieu,  de  leurs  arguments.  En  d'autres  termes  :  considerons  des  cercles 
de  centre  O  {z  =  o)  et  de  rayon  r  croissant.  Gombien  y  a-t-il  de 
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racines  de  l'equation  f{z)  =  dans  le  cercle  de  rayon  r?  Comment 
qe  nombre  croit-il  indeTiniment  avec  r? 

D'autre  part,  considerons  un  angle  de  sommet  O;  combien  cet 
angle  contient-il  de  racines  de  l'equation  et,  s'il  y  en  a  une  infinite, 
quelles  sont  les  droites  de  condensation  des  directions  qui  joignent 
I'origine  a  ces  racines? 

Examinons  d'abord  les  problemes  du  premier  type.  Considerons 
une  fonction  entiere  f(z)  et  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  r.  D£si- 
gnons  par  M(r)  le  maximum  de  \f(z)  |  sur  la  circonference  |  z\  =  r  : 
on  sait  que  M(r)  est  aussi  le  maximum  de  \f(z)\  dans  tout  le  cercle 
considere  et  que  c'est  une  fonction  croissante  de  r.  On  peut  etudier 
la  distribution  des  zeros  de  f{z)  —  a,  pour  les  fonctions  dont  le 
module  maximum  M(r)  a  une  croissance  determinee  comparable  par 
exemple  a  er  ou  er~  ou  ce\  etc.  Le  r^sultat  de  ces  recherches  peut  se 
resumer  ainsi  :  a  mesure  que  la  croissance  de  M(r),  quand  r  tend 
vers  l'infini,  est  plus  rapide,  le  nombre  des  zeros  de  f(z)  —  a  situes 
dans  le  cercle  de  rayon  r  augmente  la  density  des  z^ros  de  f(z)  —  a 
est  plus  grande  si  M(r)  cioit  plus  vite.  Les  theoremes  de  Poincar£, 
de  M.  Hadamard,  de  M.  Borel,  fixent  d'une  maniere  precise  les 
liens  qui  unissent  la  croissance  de  M(r)  a  celle  du  module  du  jii(>me 
zero  de  f{z)  —  a.  Gette  derniere  loi  est,  en  general,  independante 
de  la  valeur  a,  mais  pas  toujours,  comme  on  le  voit  aussitot  si  a  est 
une  valeur  exceptionnelle  au  sens  de  M.  Picard;  il  peut  arriver  que, 
pour  une  valeur  a,  la  distribution  des  zeros  de  f(z)  —  a  soit  plus 
rarefied  que  celle  des  autres  valeurs;  on  dit  alors  que  a  est  une 
valeur  exceptionnelle  au  sens  de  M.  Borel.  M.  Borel  a  demontre"  que 
ce  fait  ne  peut  se  produire  que  pour  une  seule  valeur  de  a. 

Pour  etudier  une  fonction  f(z)  me>omorphe  dans  le  plan,  on  la 

met  sous  la  forme;  du  quotient ^e  deux  fonctions  entieres  f\(z) 
t  i  /'_>(  z)  et  la  distribution  des  racines  de 

/( z)  —  a  =  o 

ou  de 

/i(  s)  —  «/•>(  z)  =  o 

o>\  lire  a  la  croissance  des  modules  maxima  M|(/*)  et  M2 ( r)  des  fonc- 
tions f\(z)  et f2(z).  Le  theoreme  de  M.  Picard  peut  comporter  ici 
deux  valeurs  exceptionnelles  et  celui  de  M.  Borel  peut  comporter 
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deux  distributions  exceptionneHes.  V  ce  point  de  vue,  les  fonctions 
entieres  doivenl  etre  consid6r6es  comme  des  fonctions  admettant  la 
valour  infinie  comme  valeur  exceptionnelle. 

Tons  ccs  rrsuUats  ont  pris  une  forme  qui  parail  definitive  a  la 
suite  des  travaux  de  M.  Rolf  Nevanlinna,  qui  attache  a  chaque  fonc- 
tion, entiere  ou  meromorphe .  une  fonction  caracteristique  T(r  ) 
dependant  a  la  fois  de  la  croissance  de  son  module  et  de  la  distribu- 
tion de  ses  poles.  Gette  fonction  T(r)  est.  en  effet,  la  soraihe  de 
deux  termes  :  le  premier  est  une  valeur  moyenne  des  valeurs  positi \  es 
du  logari thine  du  module  de  f(z)  sur  la  circonference  |  z  \  =  r\  ilest 
d'autant  plus  grand  que  ces  modules  sont  plus  grands;  le  second 
depend  du  nombre  des  poles  de  modules  inferieurs  a  r ;  il  est  d'autant 
plus  grand  que  ce  nombre  est  plus  eleve.  Or.  la  fonction  T(r)  ne 

change  pas  quand  on  remplace  /(5)  par  — ~>  Pms  precisement, 

les  deux  valeurs  de  T(r)  relatives  a  ces  deux  fonctions  ont  une  difle- 
rence  qui  reste  finie  lorsque  r  croit  indefiniment.  II  en  r6"sulte  une 
loi  d'equilibre  entre  les  deux  termes  dont  la  somme  forme  T(;*);  si 
I  nn  augmente,  l'autre  diminue;  le  premier  croit  lorsque  f(z)  s'ap- 
proche  de  a,  le  second  lorsque  f(z)  prend  effectivement  la  valeur  a. 
Si  la  fonction  s'approche  lentement  de  la  valeur  a,  la  densite  des 
zeros  de  f(z)  —  ci  augmente,  et  inversement.  Cette  loi  d'equilibre 
forme  le  premier  theoreme  fondamental  de  M.  R.  Nevanlinna. 

La  fonction  caracteristique  permet  aussi  de  mesurer  en  quelque 
sorte  le  degre  de  rarefaction  des  zeros  de  /(^)  —  a,  pour  certaines 
valeurs  de  a.  On  peut  attacher,  a  chaque  valeur  a,  un  nombre  appele 
ccces,  qui  varie  entre  o  et  I,  qui  est  nul  pour  une  distribution  ordi- 
naire des  ze^ros  de  f(z)  —  ci  et  egal  a  un  pour  une  valeur  a  exception- 
nelle de  M.  Picard.  M.  Nevanlinna  montre  que  Uensemble  des 
valeurs  a  pour  lesquelles  Vexces  nJest  pas  nul  est  Jini  ou 
denombrable  et  que  la  somme  des  exces  ne  depasse  pas  deux. 

Ce  theoreme,  qui  comprend  celui  de  M.  Picard  comme  cas 
particulier,  parait  donner  a  la  notion  de  valeur  exceptionnelle  son 
sens  le  plus  complet  et  le  plus  penetrant. 

Si  nous  passons  a  l'etude  des  arguments  des  zeros  de  f(z)  —  a,  nous 
abordons  un  groupe  derecherches  commencC^es  vers  1920.  La  methode 
consiste  a  morceler  le  plan  an  tour  du  point  singulier  et  a  dessiner 
dans  son  voisinage  un  pavage  forme,  par  exemple,  par  une  infinite 
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de  disques  circulaires  centres  sur  le  point  singulier.  Les  valeurs  de 
la  fonction  correspondant  aux  valeurs  de  z  de  chaque  pave  sont 
considerees  comme  constituant  une  fonction  particuliere.  D'une 
maniere  plus  precise,  en  faisant  la  representation  conforme  de 
chaque  pave  sur  un  domaine  fixe  (d),  nous  sommes  ramen^s  a 
ctii< I ier.  dans  ce  domaine  (d),  line  suite  infinie  de  fonctions 

fi{J),  fM,        /»(*),  ■..  v 

telles  que  les  valeurs  que  prend  fn(z)  dans  le  domaine  (d)  soient 
les  valeurs  que  prend  f(z)  dans  le  nibmc  pave.  On  parvient  ainsi  a 
une  sorte  de  fractionnement  de  l'etude  de  la  fonction  f(z)  autour 
du  point  singulier. 

Or,  pour  une  suite  infinie  de  fonctions  definies  dans  un  meme 
domaine.  il  peut  arriver  que  toute  suite  partielle  contienne  une  suite 
convergeant  uniformement  dans  l'interieur  du  domaine;  on  dit  alors 
que  les  fonctions  de  la  suite  forment  une  famille  normale.  Dans  le 
cas  contraire,  il  existe  dans  le  domaine  des  points  tels  que,  dans  tout 
cercle,  si  petit  soit-il,  ayant  un  de  ces  points  pour  centre,  la  famille 
n  est  pas  normale  :  un  tel  point  estappele point  irregulier.  Ilsemble 
qu'un  point  irregulier  joue,  vis-a-vis  de  la  famille  des  fonctions,  un 
role  analogue  a  celui  du  point  singulier  par  rapport  a  une  fonction 
analytique.  G'est  un  point  singulier  collectif. 

En  utilisant  les  proprietes  des  families  normales  et  des  points  irre- 
guliers,  M.  G.  Julia  a  obtenu  des  resultats  importants  relatifs  a  la 
distribution  des  arguments  des  zeros  dey'(^)  —  a. 

Soit  f(z)  une  fonction  entiere  :  il  existe  au  moins  une  demi- 
droite  OJ  telle  que  dans  tout  angle,  si  petit  soit-il,  contenant  OJ 
a  1' inter ieur,  la  fonction  f(z)  prend  une  infinite  de  fois  toute 
valeur,  sauf  une  valeur  exceptionnelle  au  plus. 

En  d'autres  termes,  les  directions  des  zeros  de  f(z)  —  a  s'accu- 
mulent  sur  les  demi-droites  OJ  ou  (J).  Par  exemple,  pour/(^)  =  e2, 
il  y  a  deux  directions  OJ  portees  par  l'axe  imaginaire. 

Dans  le  cas  d'une  fonction  meromorphe,  les  droites  (J)  sont  des 
droites  de  condensation  des  directions  des  zeros  de  f(z)  —  a,  sauf 
peui-elre  pour  deux  valeurs  de  a,  finies  ou  non.  Mais  toute  fonction 
meromorphe  n'admet  pas  n^cessairement  une  direction  (J). 

En.  utilisant  la  throne  des  families  normales  de  fonctions  mero- 
morphes,  M.  Ostrowski  a  monlre  que  toutes  les  fonctions  mero- 
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rnorphes  admettent  au  moins  une  demi-droite  (J),  sauf  certaines 
fonctions  exceptionnelles  qui  sont  de  la  forme 

ri(-i) 

HO- I:) 

ou  les  at  designent  les  zeros  et  bj  les  poles  de  f{z).  Mais  toute  fonc- 
tion  de  cette  forme  n'est  pas  necessairement  exceptionnelle.  II  faut 
que  la  distribution  des  aL  et  des  bj  ob^isse  a  des  conditions  particu- 
Heres  de  regularite  precisees  par  l'auleur. 

Par  une  m^thode  voisine  de  celle  de  M.  Ostrowski,  mais,  en  rem- 
placant  les  families  normales  par  des  families  quasi-normales,  c'est-a- 
dire  admettant  un  nombre  born£  de  points  irr^guliers,  M.  Walther 
Saxer  a  obtenu  des  r^sultats  plus  complets  encore  relatifs  a  la  density 
des  zeros  dans  chaque  secteur. 

Gonsiderons  une  demi-droite  (J)  et  un  angle  d'origine  O,  avant 
cette  droite  comme  bissectrice.  Decoupons  dans  cet  angle  des  quadri- 
lateres  curvilignes  au  moyen  d'arcs  de  cercles  dont  les  rayons  sont  en 
progression  geometrique.  Sauf  peut-etre  pour  deux  valeurs  de  a.  il  y 
a  des  z^ros  de  f(z)  —  a  dans  une  infinite  de  ces  quadrilateres.  Mais 
le  nombre  des  zeros  situes  dans  chaque- quadrilatere  peut  demeurer 
borne  ou  augmenter  indefiniment,  lorsque  a  est  fixe.  M.  W.  Saxer  a 
montre  que  ce  nombre  augmente  indefiniment,  sauf  peut-etre  pour 
deux  valeurs  de  a,  a  moins  que  la  fonction  ne  soit  une  fonction  excep- 
tionnelle du  type  indique  plus  haut,  mais  pour-laquelle  la  distribution 
des  at  et  bj  satisfait  a  des  conditions  de  regularity  naturellement 
moins  etroites  que  pour  les  fonctions  de  M.  Ostrowski. 

M.  Andre  Bloch  a  fait  remarquer  que  les  directions  (J)  devaient 
avoir  des  proprietes  voisines  de  celles  des  points  singuliers  situes  sur 
le  cercle  de  convergence  d'une  serie  de  Taylor.  Une  fonction  entiere 
est  une  s^rie  de  Taylor  dont  le  rayon  de  convergence  est  infini  et  il  y 
a  lieu  de  comparer  les  directions  (J)  aux  rayons  passant  par  les 
points  singuliers  situes  sur  le  cercle  de  convergence  d'une  se>ie  de 
Taylor  dont  le  rayon  de  convergence  est  fini. 

Des  recherches  ont  e'te'  entreprises  dans  cette  voie  par  differents 
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auteurs.  II  convient  de  signaler  au  moins  les  resultats  tres  importants 
dus  a  M.  G.  Polya,  qui  mettcnt  en  evidence  une  analogie  tres  pro- 
fonde.  A  la  plupart  des  theoremes  sur  les  points  singuliers  du  cercle 
de  convergence,  il  a  pu  faire  correspondre  des  theoremes  sur  les 
droites  (J). 

Prenons,  par  exemple,  le  theoreme  de  Fatou  :  Etant  donnee  la 
jonction  f(z)  =  2ianzn,  on  peut  choisir  une  suite  de  nombres  e„ 
egaux  a  zh  i  de  maniere  que  le  cercle  de  convergence  soit  une 
coupure  pour  la  fonction  g(z)  =  2*znanza. 

On  a  un  res ul tat  semblable  pour  les  droites  (J  )  : 

Si  la  serie  f(z)  =  2anzn  represente  une  fonction  entiere 
d'ordre  infini,  on  peut  trouver  une  suite  de  nombres  en  egaux 
a  ±:i  telle  que  la  fonction  g(z)  =  l£nanzn  admette  comme 
directions  (J)  toutes  les  directions  issues  de  Vorigine. 

Prenons  comme  autre  exemple  le  theoreme  de  M.  Fabry  :  Si  la 
serie  f(z)  =  l*anzn  presente  des  lacunes  assez  larges,  c'est-a-dire 
si  deux  coefficients  non  nuls  consecutifs  comprennent  entre  eux 
un  nombre  de  coefficients  nuls  qui  augmente  indefiniment  avec  le 
rang  de  la  lacune,  le  cercle  de  convergence  de  la  serie  est  une 
coupure  de  la  jonction. 

Dans  les  merries  conditions  :  Si  la  serie  represente  une  fonction 
entiere  de  gsnre  infini,  toute  direction  issue  de  Vorigine  est  une 
direction  (J). 

On  pourrait  multiplier  ces  exemples. 

Le  probleme  de  la  repartition  des  directions  (J)  est  actuellement 
a  l'etude;  des  resultats  importants  ont  ete  obtenus  relativement  a 
la  comparaison  du  nombre  de  ces  directions  et  de  la  rapidite  de 
croissance  du  module  de  la  fonction;  relativement  a  l'existence  de 
directions  (J)  communes  a  une  fonction  et  a  toutes  ses  derivees  ou 
primitives;  relativement  a  l'existence  de  directions  (J)  pour  les  zeros 
des  fonctions  f(z)  —  R(^)  designant  une  fonction  rationnelle 

arbitraire. 

II  v  a  la  un  vaste  champ  de  recherches.  Si  l'etude  de  la  distribu- 
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tion  des  modules  des  zeros  est  tres  avanc^e,  cello  de  la  distribution 
<lcs  arguments,  qui  est  plus  r^cente,  est  loin  d'etre  achev^e.  La  pre- 
miere repose  surtout  sur  l'6tude  de  Ja  croissance  de  la  fonction  ou  de 
la  rapidite  avec  laquelle  elle  s'approche  d'une  valeur  donnee;  la 
seconde  repose  actuellement  sur  l'etude  des  families  normales  et  de 
leurs  points  irreguliers,  chacun  de  ces  points  jouarit,  par  rapport  a  la 
famille,  un  role  semblable  a  celui  d'un  point  singulier  par  rapport  a 
line  tone  tion. 


LECONS 

SUR  LES 

FONCTIONS  ENTIERES  OU  MEROMORPHES 


CHAPITRE  I. 

FONGTION  CARACTERTSTIQUE. 


1.  Formule  de  Green.  —  Considerons  un  domaine  plan  quel- 
conque  (D)  limite  par  le  contour  (T)  forme  d'une  ou  plusieurs 
courbes  fermees  et  deux  fonctions  U(a?,  y)  et  V(a?,  jr),  continues 
dans  (D),  ainsi  que  leurs  derivees  des  deux  premiers  ordres.  Nous 
utiliserons  la  formule  fondamentale  de  Green  demontree  dans  tous 
les  traites  d 'Analyse, 

ds  est  Pelement  d'arc  de  (T)  compte  geometriquement  et  indepen- 
damment  du  sens  de  parcours  :  done  ds  est  toujours  positif;  d<j  estun 

element  d'aire.  ^  indique  la  derivee  normale  prise  vers  l'interieur 

du  domaine.  Enfin,  AU  et  AV  sont  les  laplaciens 

AlJ  =  -r-r  +  T7» 

2.  Fonction  de  Green  relative  a  un  point  P.  —  Designons 
par  G(P,  M  )  la  valeur  en  un  point  quelconquc  M  du  domaine  (D) 
d'une  fonction  qui  jouil  des  propri6t6s  suivantes  : 
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1"  Quand  M  varie,  G(P,  \1  )  esl  une  fonction  harmonique  dans 
lout  le  domaine  (D).  r6guli£re  dans  tout  ce  domaine,  sauf  an  poini  I'  ; 
■a"  An  voisinage  du  point  singulier  P,  la  fonction  G(P,  M)  devient 

infinie  comme  log  ;   oii  r  =  PM,  c'est-a-dire  que  G(P,  M  )  —  log  - est 

reguliere  en  P ; 

3°  G(P,  M)  est  nulle  sur  le  contour  (r). 

Ces  trois  conditions  entrainent  l'existence  d'une  fonction  G(  P,  \J ) 
el  d'une  seule,  pour  tout  domaine  (D  )  et  pour  tout  point  P  interieur 
a  ce  domaine.  On  l'appelle  la  fonction  de  Green  relative  an  point  P. 

Pour  demontrer  son  existence,  remarquons  que  la  difference 

Gt(P,  M)  =  G(P,  M )—  lo-  X- 

est  harmonique  dans  tout  le  domaine  (D)  et,  par  definition  meme, 
♦die  est  reguliere  dans  tout  ce  domaine.  y  compris  le  point  P.  De 
plus,  G,(P.  M)  prend  sur  (T )  la  suite  de  valeurs  donnees  :  — log/-. 
Alors,  en  vertu  du  principe  de  Dirichlet,  il  existe  dans  le  domaine  (D) 
une  fonction  G4(P,  M )  unique.  L 'existence  de  la  fonction  de  Green 

G(P;  M)  =  Xo*1-  -+■  G,(P:  M) 

est  ainsi  etablie. 

Done,  si  l'on  sait  resoudre  le  probleme  de  Dirichlet  pour  l'aire  (  D  ) 
limitee  par  le  contour  (F),  on  peut  former  la  fonction  de  Green  rela- 
tive a  cette  aire  et  a  un  point  interieur  quelconque  P.  Reciproque- 
ment,  si  Von  connait  la  fonction  de  Green,  G(P,  M)  relative 
a  tout  point  interieur  de  (D),  on  peut  resoudre  le  probleme  de 
Dirichlet  pour  le  contour  (T)  et  le  domaine  donne  (D). 

En  effet,  cherchons  une  fonction  U(M),  harmonique  et  reguliere 
dans  le  domaine  (D),  qui  prenne  sur  le  contour  (T)  la  suite  donnee 
de  valeurs  U(j). 

Appliq uons  la  formule  de  Green  a  la  fonction  U  et  a  la  fonction  de 
Green  relative  au  point  P.  Comme  cette  derniere  fonction  n'est  pas 
reguliere  au  voisinage  du  point  P,  nous  exclurons  du  domaine  (D)les 
points  interieurs  a  un  cercle  (*/ )  de  centre  P  et  de  rayon  r.  Le  contour 
du  nou\eau  domaine  est  done  forme  par  (T)  et  (y);  les  deux  fonc- 
tions  U(  M)  et  G(P.  M)  sont  regulieres  en  tous  les  points  de  ce  nou- 
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veau  domaine  et  I'on  peut  appliquer  la  formule  de  Green.  Mais  A!  ==  o 
<*t  AG  z  o,  ear  les  deux  fonctions  sont  harmoniques.  On  obtient 
a  ins i  : 

£.(«S-S)*-X(«S-S)*" 

G(P,  M)  est  nulle,  par  definition,  quand  M  de"crit  le  contour  T,  de 
sorte  que  la  relation  precedente  devient 

r  T.dG  ,       C  I T  dG      _  d\J\  , 

/    L       rf.v  -+-  /    (  L   G  -r-  )  ds  =  o. 

J{Y)    dn         J^A    an  dn  / 

D'autre  part,  "sur  le  cercle  (y), 

G(P;  M)  =  log1-  +  G,(P,  M), 

rfG(P,  M)  _  ^G(P,  M)       _  i      ^G,(P,  M) 
dn  dr  r  dn 

ds  ~  r  do. 

Par  consequent, 
f  (v  p.  -  G )  *  =  -  l  f '  *  U  r  ^  +  /  "  V  dGjP'  M>  r 

•/(TJ  V  <W  '\/0  '  c/o 

Le  premier  terme  du  second  membre  a  comme  limite  —  2ttU(P) 
quand  r  tend  vers  zero,  d'apres  le  theoreme  de  la  moyenne.  Les  trois 
dernieres  integrates  tendent  vers  zero  en  meme  temps  que  r,  car  elles 
contiennent  soit  le  facteur  soit  le  facteur  rlogr.  II  s'ensuit  la  for- 
mule 

ou  le  point  M  decrit  le  contour  (F). 

Cette  formule  permet  de  connaitre  la  valeur  de  la  fonction  harmo- 
nique  U  en  un  point  quelconque  P  de  (D),  si  l'on  connait  la  fonction 
de  Green  relative  au  point  P  et  la  suite  des  valeurs  prises  par  U  sur 
le  contour  T.  Le  probleme  de  Dirichlet  est  resolu.  On  suppose 
drmonhV'  que  ce  probleme  admet  nne  solution  et  que  cette  solution 
esl  unique. 
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3.  Formule  de  Poisson- Jensen.  —  Consid^rons  une  fonction  /( z) 
analytique  [el  [meromorphe  dans  un  domaine  (D)  limits  par  le  con- 
tour (T).  On  a 

iog/(*)  =  log|/(s)  |  +  /[arg/(S)  +  2 kit]. 

La  par  tie 'r£elle  de  log/(>s),  c'est-a-dire  log  /(^)  ,  est  une  fonc- 
tion harmonique  dans  (D);  mais  clle  n'est  pas  reguliere  pour  tous 
les  points  de  (D)  :  elle  *est  discontinue  pour  les  z£ros  et  pour  les 
poles  de  f(z-).- 

Si  a  est  un  zero  d'ordre  de  multiplicity  /r,  on  a,  au  voisinage  du 
point  a, 

f(z)  =  (z-a)*9(z)7 
log |/(^)|  =  Arlogr  +  logl 

ou  <p(~)  est  reguliere  et  non  nulle  au  voisinage  de  a  et  ou  \  z  —  a  =  r. 
Mais  alors 

log\f(z)  \  +  kG(a,  z)  =  log|  ?(^)|  +  A:G1(a,  d) 

est  une  fonction  reguliere  au  point  a.  Pour  un  pole  6,  on  peut  faire 
le  meme  calcul,  l'entier  k  ayant  une  valeur  negative.  En  appliquant 
ce  calcul  pour  tous  les  zeros  «,  et  pour  tous  les  poles  bj  de  f(z) 
dans  (D),  on  trouve  que  la  fonction 

u=iogi/(*)n-2G<a"  *)-2G(^ zh 

i  i 

dans  laquelle  chaque  zero  et  Jchaque  pole  est  compte  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d'unites  dans  son  ordre  de  multiplicity,  est  harmonique  et 
reguliere  pour  tous  les  points  de  (D).  On  peut  done  lui  appliquer 
la  formule  (i). 

Designons  par  £  la  variable  qui  decrit  le  contour  (T).  Par  definition, 
les  differentes  fonctions-de  Green  ont des  valeurs  G(a,:,  £)  et  G(bj,  £) 
qui  sont  nulles.  Done,  la  formule  (i)  nous  donne 

(*)  Iog|/(2)  I  =  ^J^T)^\M)\dGdn  °ds 

— ^  G(^/5  z)- 

i  J 

Cette  formule  est  fondamentale  dans   tout  ce  qui  va  suivre. 
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M.  R.  Nevanlinna  l  a  appeMe  formule  de  Poisson- Jensen.  Nousver- 
rons,  en  effet,  que  les  formules  de  Poisson  et  de  Jensen  sont  des  cas 
particuliers  de  la  formule  precedente. 

L'existenee  d'un  zero  ou  d'un  pole  de  f(z)  sur  (T)  ne  change  rien 
an  r^sultat.  En  effet,  soil  £0  un  zero  de  f(z)  situe  sur  (T).  Isolons  £0 
par  un  petit  arc  (3)  de  (T),  de  milieu  £0  et  contenu  dans  le  cercle  de 
centre  £0  et  de  raj  on  p.  On  a 

/(0  =  U-Co)*?(0, 

ou  cp(^)  n'a  ni  zeros  ni  poles  a  l'interieur  de  (3).  Done 

Iog|/(0  I  =  A:  log|C  -  Co  I  +  log|  ?(0  |, 


/   log  1/(0 


rfG(g?  Q 
dn 


ds 


=f.  k]os?§^d^£ 


log  I  ©(O !  p 


I'integrale  elant  prise  le  long  d'un  arc  interieur  a  (5)  et  ne  contenant 
pas  £0.  Chaque  integrate  du  second  membre  tend  vers  zero,  pour  p 
assez  petit,  car  p log p  tend  vers  zero  en  meme  temps  que  p,  et  log  |  cp(£)  | 
est  une  fonction  reguliere  en  £0.  L'integrale  prise  le  long  de  (T)  est 
done  convergente. 


A.  Cas  particulier.  Formule  de  Poisson.  —  Supposons  que  (T)  soit 
une  circonference  de  centre  0(z  =  o)  et  de  rayon  r.  Soit  a  l'affixe 

d'un  point  a  l'interieur  du  cercle  et  ot'=  T—  son  image  par  rapport  au 

a 

cercle  ( 1 ).  On  saitque,  pour  tous  les  points  £  qui  se  trouvent  sur  (T), 


on  a 


ou 


Hi 


Par  consequent,  la  fonction 

log 


r(z  —  a) 


remplit  les  conditions  suivantes  : 


f)  La  notation  a  represents  le  nombre  imaginaire  conjugue  de  a. 


\ 
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i°  Elle  est  harmonique  dans  le  cercle,  car  c'est  la  partie  r6elle  de 
fa  fonction  lo^-^ — —  •  Elle  est  r^guliere  dans  lout  l<;  cercle,  saut 

°  r(  z  —  a)  D 
au  point  z  =  a. 

2°  Aii  voisinage  du  point  z  -  y..  la  fonction  devient  infinie  commc 

3°  La  fonction  est  nulle  sur  (T),  en  vertu  de  la  relaxion  etablie  ci- 

dessus. 

II  s'ensuit  que  la  function  considered  est  la  fonction  d<' 
Green  G(a,  r  )  relative  au  point  a,  pour  Vinterieur  du  cercle  (  I)  I 
I i mi  to  par  (T)v 

En  appliquant  au  cercle  (D)  et  a  cette  fonction  de  Green  la  for- 
mule  (2),  nous  allons  retrouver  la  formule  de  Poisson.  On  a  d'abord 


'»g|/(3)i=^/i,'«8i/(oi^^-)* 


ft,*-/* 


'(*  —  */) 


=  —  Ensuiu 


Pour   calculer   ~   remarquons  que,  dans  notre  cas  particulier, 


G(z,  0  =  lo{ 


est  la  partie  ivelle  de 


Y    r2 


(0  =  logr(^_g)  =G  i\\ 


G  et  H  etant  deux  fonctions  harmoniques  conjuguees,  la  derived  de  G 
suivant  une  direction  quelconque  est  e"gale  a  la  derived  de  H  suivant 
la  direction  directement  perpend iculaire.  Done 


dG  _  dll 
ds  dn 

Gomme  G  =  o  sur  F.  on  a  aussi 

dG  _  dE  _ 
ds  du 

et,  par  consequent. 

d  ?(r  )  _  dG 
dn  dn 
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Cette  relation  nous  permel  de  calculer  ~> 
r  dn 

dG  _  d$W)  <  _  ^       <//•  e'O 

dr  „  Y 

=  -  *'( * )  ~dr~  ^  ~  *'(J:)  6   =  "~  *' r ' 
Or,  en  tenant  compte  de  l'expression  decp(£),  on  a  successivement 
=  (n  =  iog(    -  /-0  -  log/-  _  log (r  -  ^ ), 

?'(0  =  = 


r4G  _ 


car  £  designe  un  point  de  (T)  et     =  £. 

Mais  / est  une  quantity  reelle,  c'est-a-dire  egale  a  sa  conjugue^e* 
( )n  en  deduit 

dG     r-hz  Z-hl 


dn      I  —  z 

dG 
dn 


t>v(?^)  designant  la  partie  reelle  de  u,  de  sorte  que  la  formule  de 
Poisson-Jensen  nous  donne 

r  +  ^\  ds 


?!/(=)!=  ~/r)iog-/(OI«(|^i)  7 


r(z-bj) 


Comme  logj/(,s)|  est  la  partie  reelle  de  log/(^),  on  deduit  que 


I  on  a 

O)  lo 


g/O0=      f    log  1/(0  ||Lti 

«^  0  * 


r(z  —  ai)      jLi        r(z  —  bj) 

i 

C  de"siernanl  une  cons  tan  te  reelle. 
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La  formulc  (3)  donne  une  expression  de  la  valeur  d'une  fonction 
m^romorphe  dans  tin  cercle  (T)  mettant  en  evidence  les  ze>os  et  les 
p6les  de  cette  fonction. 

En  revenant  a  l'expression  de  log \f(z)  |,  remarquons  que  l'on  a, 
en  posant  £  =  re'6  et  z  =  pei(?, 

\  X  —  -7         V  r  ei{)  —  p  e'f  /      >'-  —  2  r  o  cos (<p  —  0  j  -h  p* 
La  formule  de  Poisson-Jensen  pour  un  cercle  devient  done 


(4)     log  |/(*)|=  ±-f\os\f{re*)\- 


i  rp  cos(  w  —  0j 
TjZ  —  r*  1 


En  particulier,  si  /(^)  n'a  ni  zeros  ni  poles  a  Tinterieur  du 
cercle  (T),  log  \f(z)  |  est  une  fonction  harmonique  U  reguliere  dans  le 
cercle.  Les  sommes  disparaissent  car  il  n'y  a  ni  zero  a,-  ni  pole  et 
la  formule  (4)  prend  la  forme  donn^e  par  Poisson  : 

(5)  U(p,?)=—  f     U(r,  6)-  ;'?~p2    flv  5rfO. 

'      '      2xJ0  r- — 2rp  cos(cp —  6)  —  p2 

5.  Second  cas  particulier.  Formule  de  Jensen.  —  Considerons 
toujours  cpmme  domaine  (D)  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  r. 
Supposons  que  la  fonction  f{z)  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie  a  Torigine. 
Alors,  en  appliquant  la  formule  (4)  a  la  fonction  f(z),  pour  z  —  o, 
on  obtient 

(G)   ldg|/(o)|  =  ±-J^    logl/Cr^^l^-^log-^j  +2Iog  W  ' 

°  i  J 

G'est  la  formule  bien  connue  de  Jensen.  La  formule  de  Poisson- 
Jensen  (2)  contient  done  comme  cas  particuliers  les  formules  de 
Poisson  et  de  Jensen. 

On  doit  modifier  legerement  la  formule  (6)  lorsque  Torigine  est 
un  pole  ou  un  zero  pour/(^).  Supposons  que  Torigine  soit  un  pole 
d'ordre  A'  de  On  peut  ecrire 
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Done,  la  fonction  zkf(z)  =  y(z)  est  reguliere  et  non  nulle  a  I'ori- 
gine; on  pent  Jni  appliquer  la  formule  (6),  il  vient  ainsi 

log  J       |  =       f    [\og\f(rert)  \  +  klogr]dQ 

i  J 

I  )onc,  en  definitive, 

Iog|X_A|  =  ±  f     log\f(re*)  \dQ 

—  ^  log  ,   r  .    H-'V  I  Off—-/—  h  /tlog/'. 

Si  I'origine  etait  an  zero  d'ordre  A  de  /(-s),  un  calcul  analogue 
montre  que  I  on  a 

log  I  ■kh\=±-J  log ;|/(r  «*)Jd8 


/l  log/' 


On  pent  conserver  dans  tous  les  cas  la  formule  (6)  a  condition  de 

remplacer  par  log— les  termes  des  soinraes  correspondant  a  un  zero 

ou  a  un  pole  place  a  I'origine  et  d'ecrire  au  premier  membre  log  |  c  |, 
c  designant  une  constante. 

6.  Definitions.  —  On  cU'signera  par  A  le  nombre  — — ;  on  a 
done 

A  =  A       si  A  j>  o, 
-+- 

A  =  o        si  A  <  o. 

Alors 

-+- 

log |  u  |  =  log  |  u  I       pour  |'a 

-f- 

log|  w  I  =  o  pour  |  w|  <i. 

\  oici  quelques  inegalites  relatives  aux  log.  —  i°  On  a 

-+-  -4-  -+- 

log(a!  -+■  a2)  <  logfcq  )  H-  log(a2)  -+-  log 2 
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et.  en  general. 

■+■  -+--+--+- 
log(a,  -h  a2H-  ...-hap)^  logaj  -h  Ioga2-{-.  .  .-+-  loga^-h  log/i. 

Les  a,  sont  des  nombres  positifs.  En  effet,  supposons  a1<a2. 
On  a 

log(  7.|  -h  a,)  ^  log2a.,  =  log?.  -H-  loga2. 

Si  cette  inegalite  pen  I  s'^crire  aussi 

-+-  -+■  . .  S 

logf  a,  +  a2)  <  loga.,  -h  log2. 

Si  a2  <Vi ,  on  a 

a,  +  a,<  2        et        log y..,  —  o. 

Done,  encore  : 

-+-  -+- 

log(ai  -+-  a2)  <  loga.2-i  log2. 

On  ne  peul  que  renforcer  Je  second  membre,  en  ajoulanl  loga,. 
Done,  on  a  finale  men  l 

-+-  -+-  -+- 

1  o  g  (  y.{  -+-  a2  )  <  logo;,  -h  Ioga2  -+-  log2. 
L'inegalite  du  cas  general  s'elablil  par  un  calcul  analogue. 
2°  0«  « 

-+-  -+-  -4- 

log(a1a.2)<  loga1-h  loga2, 

et.  en  general, 

■+-  ■+-  -+-  -+• 

log(a1  a2  .  .  .  y.p)  5s  logai  -+-  Jogs.,-1- .  .  loga7,. 

En  effet, 

log(at  a2)  =  loga,  -+-  loga2. 

Supposons  encore  a,<a2.  Si  a,>i,  la  relation  precetlenle  s'ecril 

-+-  h-  -+- 

log(a,a2)  =  loga! log <*2. 

Mais  si  «i  ^i,  on  a  a,     <  <z2  el 

log(a,  a,)  g  loga,. 

de  sorte  que 

logi  a ]  a.,  )  <  log  3to, 


FONCTION  CARACTERISTIQUE. 


et,  a  fortiori^ 

■+■  -+-  -+- 

log(a,  a2)  <  log  a!  -h  log"  a.,. 
Le  cas  general  se  demonlre  par  induction. 

7.  Formule  de  M.  R.  Nevanlinna.  —  M.  Nevanlinna  a  partage 
I'integrale  de  la  formule  ((3)  de  Jensen  en  deux  parties.  Surda  circon- 
ference,  logj/(5)  est  tantot  positif,  tantot  negatif,  suivant  que  \  \ 
esl  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unite.  Soient  s  l'ensemble  des  arcs 
tin  contour  ou  !/(£)!  >i  et  s'  l'ensemble  des  arcs  ou  |/(s)|^i.Ona 


Or. 


jf     tog|/(re^)  |  di)  =j\o«\f{reti)\d()  + jTlog|/( /•  e<0)  \ 
f\oz\f(.z)\dQ=      f  ItJg|/(*)|dO, 

^.og|/(S)|rfe=-^"io+g|/1Lj 

Avec  ces  no  (at  ions,  la  formule  de  Jensen  s'ecrit 


</0. 


=  '-  f  log       1  we  h- Y  log  — - 

2«Jn        °  f{z)\  b  \at 


nh  l0g  |  C  |. 


La  premiere  integrale  est  la  valeur  moyenne  de  log|/(^)!  sur  la 
<  ii<  (inference  de  rayon  /*.  On  peut  la  designer  de  la  facon  suivante  : 


log|/(^)  I  d§  =  m(r.  f)  =  m(r,  =o), 


ou  encore  m(r)*sl  Ton  ne  craint  pas  d'ambigu'ite;  m(r)  est  une 
fonction  continue  de  r,  comme  on  le  voit  facilement.  De  la  meme 


maniere, 


,•  r 


log 


/(  *  I 


c/0  =  ///  (/•.-)  —  /n(r.  o). 
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Posons  encore,  avec  M.  Nevanlinna, 


2log-j-~j=N(r,/)  =  N(r,  »)  =  N(r), 

i 

ou  les  sommes  sont  etendues  anx  poles  bj  ou  an\  z^ros  «/  int^rieurs 
au  cercle  de  rayon  r; N(r)  esl  6videmment  une  fonclion  continue 
de  r.  La  formule  (7)  pent  done  s  Yen  re 

(8)  m'(r,  00)4-  N(r,  00)  =  m(r]  0)-+-  N(r,  o)-hlog|c|_. 

G'est  la  formule  de  M.  Nevanlinna.  Elle  est,  an  fond,  une  for- 
mule d'equilibre.  En  effet,  laissons  fixe  le  rayon  r.  Plus  la  longueur 
totale  des  arcs  ou  \f(z)  \  est  grand  est  considerable,  plus  grande  est  la 
-valeur  moyenne  //?(/',  00),  el  N(r,oo)  est  d'autant  plus  grand  qu'il 
y  a  plus  de  poles  de  f(z)  a  l'interieur  du  cercle.  De  meme,  si  la 
longueur  totale  des  arcs  ou  f(z)  est  voisin  de  zero  est  grande.  la 

valeur  moyenne  m(^r,^J  =  m(r,  o)  est  grande  et  N(r,  o)  est  d'au- 
tant plus  grand  que  f(z)  a  plus  de  zeros  dans  le  cercle.  La  formule 
de  M.  Nevanlinna  exprime  done  qu'il  y  a  equilibre,  a  une  constante 
pres,  entre  la  facon  dont  /'(^)  s'approche  de  zero  sur  la  circonference 
et  le  nombre  de  fois  qu'elle  atteint  zero  a  l'interieur  du  cercle  d'une 
part,  entre  la  facon  dont  J '(z)  s'approche  de  l'infini  sur  la  circonfe- 
rence et  le  nombre  de  fois  qu'elle  devient  infinie  dans  le  cercle. 
d 'autre  part. 

En  realite,  il  y  a  plus.  Le  theoreme  fondamental  de  M.  Nevanlinna 
exprime,  comme  nous  le  verrons  au  paragraphe  suivant,  qu'il  y  a 
equilibre,  d'une  part,  entre  la  facon  dont  f{z)  s'approche  d'une 
valeur  quelconque  a  sur  le  contour  et  le  nombre  de  fois  qu'elle  prend 
la  valeur  a  a  l'interieur  du  cercle;  d'autre  part,  entre  l'expression 
analogue  pour  une  autre  valeur  quelconque  b.  Eii  d'autres  termes, 
plus  une  fonction  s'approche  rapidement  d'une  valeur  a  sur  la  cir- 
conference, moins  de  fois  elle  atteint  la  valeur  a  a  l'interieur  du 
cercle. 

M.  Nevanlinna  a  appele  fonction  caracteristicjue  de  /  la  fonction 
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continue  de  /'  definie  par 

T(r,/>=  T(r,  •)  =T  (r),=  m(r,/)  +  N ( /) 


=  5Ljf1  ^/U^i^log^ 


La  formule  (8)  pent  s'enoncer,  grace  a  cette  nouvelle  notation,  de 
la  niariiere  suivante  : 

T  (/\/)  est  egaly  a  une  constante  pres.  a  T^r,jj* 

8.  Theoreme  fondamental  de  M.  R.  Nevanlinna.  —  On  generalise 
facilement  les  resultats  precedents.  Posons 


m  ( r,  a)  =  mil 


i  \  =  i  r 27"io  I  l  

f—a)      2xJo  °Z\f{reib}_a 


N(r,  a)  =^  log  —1 


ou  les  Ck  designent  les  racines  interieures  au  cercle  de  rayon  r  de 
l'equation 

/(*>■=>, 

et 

T(r,  a)  =  m(r,  a)H-N(r,  «)==  T^r,  j-^^  • 
On  peut  etablir  la  proposition  snivante  :] 

Theoreme.  —  La  fonction  T(i\a)  est  egale  aT(r,oo),  a  une 
fonction  bornee  additive  pres. 


D'apres  la  formule  (8),  Tyr,y — -J  differe  d'une  constante  de 

T(r,f — a).  Done,  nous  pouvons  nous  occuper  de  cette  derniere 
fonction.  D'abord,  les  poles  de  f — a  sont  les  memes  que  les  poles 

de  /.  Done,  y 

N(/',/-«)  =  N(/-,  f). 

En  second  lieu, 

\f-a\<\f\  +  \a\. 
Done,  en  \ertu  des  inegalites  etablies  au  n°  6, 


log  /  —  a  \  <  log | /  j  —  log  j  a  |  -f-  lo 
log|/—  a  |  —  log  /|  <  log!  a  | -i- log 


g2, 
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De  la  nieme  maniere, 

/=(/— 

logl/l  ^  I/—  i  H-  log |  «  |  -hlog2, 
l°gl/i —  l°g./ —  "  I  =  '°g!  a  -+-  '°gy- 

En  definitive. 

II  s'ensuit 
On  a  done 


I  log!/—  «  I  —  logl/i  I  <  log;  a  |  -+-  log.'. 
m  ( r.  /  —  a  i  —  m  ( /•.  /' j  j  ^  log  J  a  j  -h  log  2. 
m(r.  f  —  a)  —  ni  (  r.  /)  ■+■  b(  r), 


f(r)  designant  une  fonction  bornee  quel  que  soil  /•  et,  en  ajoutant 
id  em  b  re  a  membre  a  legality 

Nl  r.  f—  a)  -  -  N(r,  /), 

on  obtient 

T<>.  f—a)  =  T(r.  f)  +  &(r), 

d'ou 

T(r,  a)  =  T(r,/)-+-B(r), 

h(r)  designant  une  nouvelle  fonction  de  r  qui  deiueure  bornee 
lorsque  r  eroit  indefiniment. 

Lorsqu'il  s'agit  d  une  fonction  bien  determinee /.  on  designe  sou- 
vent  T(/\  f)  par  la  notation  abrcgee  T  (/"). 

U.  Exemples  et  applications.  —  Qnand  f{z)  se  reduit  a  la  cons- 
tant*' c, 

N(r,  a)  =  0       si  a  c. 

Mais  si  a  —  c,  on  a  toujour* ^  | — —  =  00;  done  ///(  /'.  a)  =  00 

et  N(r,  a)  n*a  pas  de  sens  dans  ce  cas.  Nous  ecarterons  done  les 
eons  tan  tes  de  nos  calculs. 

Calcul  de  T(r)  pour  ez.  —  La  fonction  ez  n'a  pas  de  poles,  done  /') 
disparait  et  il  reste 

T(r)  =  i   f     log!  *=;</<>. 


Si  «  =  x  -h  />-.  on  a    ec  |  —       et  log  |  ez  '  —  ./-.  Par  suite,  log !  ez  |  est  egal 
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a  x  si  ./  >o  et  s'annule  si  x<o.  II  en  resulte 


os  0  c/0  =  - 


Calcul  de  T(r)  pour  les  fractions  rationnelies.  —  Soit 


/(*) 


6      -h  ft'*"-1 


et  supposons,  pour  fixer  les  idees.  />*  >  n.  On  peut  alors  mettre  f{z)  sous  Ja 
lor  me 


f(z)  —  z.'"-" 


f(z  i  tend  vers  Tinfini  avec  z;  done  pour  r  assez  grand,  \f{z)  [  est  plus  grand 
que  i,  et  log  \f(z)\  se  reduit  a  IogJ/(.s)|.  On  aura 


m(r) 


=  ~Z  f     {m.—  ?i)\o<>rctt^~f  log 


ou  e  tend  vers  zero  quand  r  tend  ver.s  Tinfini.  II  s'ensuit  que  la  seconde 
integrale  est  une  fonction  bornee  de  /  :61(r),  de  sorte  que 

m(r)  =  (m  —  n)  logr  -f-  &i(r). 

D 'a utre  part, 


r 

\bi\    '         |  6,  |  |  67, 


NO)  =  log— j—  +  Jog  — —  -h. .  .4-  log— - 


car  /(s)  n'a  que     poles      dans  tout  le  plan.  Alors 

N(r)-=  /Uogr-b62(r), 

oil  62(r)  fonction  bornee.  En  definitive. 

T(r)  ==  m(r)  +  N(r)  =  m  logr -4-  &(/•), 

/  1  designant  une  nouvelle  fonction  bornee,  et 

..  TO. 

urn  -          =  m. 

r=«  logr 

Un   calcul    analogue  monlre   que    si  la  limite  du  rapport  y— —  > 

quand  r  tend  vers  1'infini,  est  n. 


i6 
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T(r)  est  done  comparable  a  log/-  dans  le  cas  des  fractions  rationnelles. 
Cette  propriete,  comme  nous  le  verrons.  caracterise  les  fractions  rationnelles. 

10.  Proprietes  de  la  fonction  caracteristique.  —  i  "  TO)  est  um- 

fonction  croissante  de  r. 

11  faut  demontrct  que,  si  r<r',  on  a  T(r)  ^  T(r'). 

Au  n"  4,  nous  avons  6 tabli  la  formirle  (  \  ).  qui  donne  la  valeur  de 
log  \f(z)  |  en  un  point  ;  en  fonction  des  valeurs  de  f(z-)  sur  le  con- 
tour, des  poles  et  do  zeros  interieurs  au  domaine.  Appliquons  cette 
formule  en  prenanl  comme  contour  la  circonference  de  rayon  r'. 
On  a 


log  I  f(r  e'Q )  I  =  —   /      \oj  I  f(  r  el"9  )  I  —a  ;  ;  — 

fe  J  2  -  J0         r  J  ■  r  2  —  2  rr'  cos(  z  —  0  ) 

_v  logl  y-^Uyio 

8  \r'(z  —  at)\  — 


bj  z  —  r'*- 
r'(  z  —  bj  ) 


ou  les  sommes  sont  etendues  aux  zeros  et  aux  poles  interieurs  au 
domaine;  on  a  done 

I  ai  I  <  r'i       \bi\<  r'-  ' 


On  a  pose,  en  outre, 


sur  la  circonference  (C)  de  rayon  r; 
sur  la  circonference  (C)  de  rayon  r'. 


Les  expressions  loj 


3  —  r 


sonl  des  fonctions  de  Green  pour 


r\z  —  ai) 

des  points  interieurs  au  cercle  de  rayon  /*'.  Done,  leurs  Valeurs  sont 
positives  et  Ton  pent  ecrire 


( 9 )  iog|/( >  ;*) |  <  X. £ "io+g :/(/ a, )  i  ,,_2„,;!s(J-e;^7 


r'(s  —  bj ) 


Pour  avoir  m(r),  il  faut  prendre  la  valeur  moyenne,  sur  le  cercle 
de  rayon  r,  de  log  \f(re^)  |.  II  s'ensuit  que  m(r)  est  inferieure  ou 
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sgale  a  la  valeur  moyenne  du  second  membre  de  I'm^galit^  pi*6c6- 


dente,  e'est-a-dire  a  la  somme  des  valeurs  moyennes  des  termes. 

Le  premier  terme  est  une  fonction  U(^),  harmonique  et  reguliere 
dans  le  cercle  de  rayon  r'  et  prenant  sur  la  circonference  les  valeurs 

log  /(r'e1®)  .  d'apres  la  formule  (5)  de  Poisson  (n°  -4).  D'apres  la 
formule  de  Gauss,  sa  valeur  moyenne  est  egale  a  U(o).  Or, 

U(°)=^I  f    \o%\f(r'ein\d*  =  m{r'). 

Soienl  6|,  b>,  bn,  les  poles  de  f(z),  de  module  inferieur  ou 
egal  a  r,  el  &n+2,  •  •  •  ,        les  poles  dont  le  module  est  compris 

entre  /'  el  /•'.  On  a 


yiog  A/C~r.Uy  Jog 

4^         r\z  —  bj)\     A*  * 


2> 


On  pen  I  ect  ire,  lorsque  z  est  sur  la  circonference  (C)  de  rayon  7',, 


log 


b,z 


>'{z  —  bj) 


log 


puisque  les  termes  ajoutes  sont  des  fonctions  de  Green  pour  des 
points  interieurs  an  cercle  (G),  done  nulles  sur  la  circonference.  Or, 
chaque  terme  entre  crochets  est  harmonique  et  regulier  dans  (G), 
puisque  le  pole  bj  disparait  dans  la  difference.  Done,  en  vertu  de  la 
formule  de  Gauss,  la  valeur  moyenne  sur  (C)  de  la  somme  est  egale 
a  la  valeur  au  centre,  e'est-a-dire  a  la  valeur  pour  z  =  o,  soit 


Enfin,  la  somme 


2>6 


r'(z-bj) 


esl  une  fonction  harmonique  et  reguliere  dans  (C)  puisque  |  bj  |  >  r, 
pour  j >  n  H-  i .  Sa  valeur  moyenne  est  la  valeur  au  centre,  soit 


2 

/  =  n+l 
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En  tenant  compte  <lc  toutes  ces  valeurs  moyennes,  l'inegalite  (d) 
<lonne 

n'  // 
I  1 

ou 

w(r)-f-  N  ( r)  <  m(  r)  +  N  (/•'), 

c'est-a-dire 

T(r>|T(^). 

La  propricte  est  d^montr^e. 

2°  T(r)  /*V.v£  bornee  que  si  hi  fonction  correspondante / \z)  est 
constante. 

Remarquons  d'abord  que  m(r)  esj  toujours  posilhe  ou  nulle; 
done,  si  IN  (/*)  augmente  indeiiniment,  la  somme  T(r)  =  m(r)  -f-  N(r) 
n'est  pas  bornee.  Or, 

M  r)  =       J0-  J^  =  "  ,0g^-2  l0gl 
/'  /' 

en-supposantque/(^)ait  n  poles  de  modules  inferieurs  a  r.  En  d'autres 

termes : 

Si  |6,j<r<|  b,  |,  on  a 

N(r)  =    logr  —  log|  />,  |; 

Si  |-69  |^  r.<  |  b3 1,  on  a 

N(r)  =  2logr-logi6rl^logi*2|; 
Si  |63  |<r<|64  |,  on  a 

N(T)  =  3  log/—  log  |  />,  |  —  log  |  fr2 1  -  log  J  63 1  ; 

II  est  evident  que  si  l'on  prend  log/'  comme  variable  independante. 
la  fonction  N(r)  est  representee  par  une  ligne  brisee  convexe,  dont  la 
penteva  en  croissant.  En  eff'ct,  celle-ci  est  1  dans  l'intcrvalle  log  , 
log  |  b2  | ;  elle  devient  2  dans  l'intcrvalle  suivant.  et  ainsi  de  suite. 
Done,  des  que  f(z)  a  un  pole  fe4,  la  fonction  N(r)ne  peut  pas  rester 
bornee;  elle  augmente  indefiniment  avec  log/-.  Par  consequent,  la 
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fonction  caractejristique  T(r),  somme  d'une  fonction  N(r)  qui  aug- 
mente  ind^finiment  et  d'une  fonctiou  toujours  positive  m(r), 
augmente  indefinimenfe  des  quef(z)  a  nn  pole. 

De  La  merae  maniere,  T^r,  '  1  \  augmente  ind^finiinent  des 

que  y~ — ;  a  1111  pole,  c'est-a-dire  des  (pie  f(z)  —  a  a  un  zero.  Mais, 

en  vertu  du  theoreme  fondamental   de  M.  Nevanlinna,  T(;-,  f) 

el  T^r,y^ — -^j  different  par  une  fonciion  born^e.  Ceci  entraine  que 

T(r)  augmente  indefiniment  aussi  dans  le  cas  ou  f{z)  —  a  a  un  zero 
quel  que  soit  a. 

II  en  re" suite  que,  siy'(s)  ne  so  reduit  pas  a  une  eonstante,  T(r)  ne 
peut  pas  elre  box-ne'e. 

Le  raisonnement  precedent  est  valable  meme  si  Forigine  est  un 
pole  d'ordre  k  de  f{z).  II  suffit  de  remplacer  par  l'unite  les  k  pre- 
mieres valeurs  de  bj. 

3°  La  fonction  caracteristiqueT(r)  est  ihvariante,  a  une  fonc- 
tion bonier  //res,  pour  toutes  les  transformations  homo graphic[ues 
a  coefficients  constants  effect uees  sur  f(z). 

En  d'autres  leruies,  les  fonctions  T(r,/)  et  T^r,  different 
par  une  fonction  bornee,  a,  (3,  y,  d  designant  des  constantes  telles 
que  ccd  — ■  (3y  ^  o. 

Etablissons  d'abord  cette  propriete  pour  le  cas  particulier  ou  Ton 
iransforme  /  en  kf\  k  designant  une  eonstante.  Considerons  done 
T(r,  kf).  Les  poles  de  f  el  de  kf  etant  les  memes,  on  a  evidemment, 

N(r,  kf)  =  N(r,jf). 


En  second  lieu. 


Done 


log|*/|<log|  /  |-hlog|*|, 
lag]  /  |<log|  A:/|H-lo 


\l°%\kf\-te°\f\\^\o%k+  log  ^, 


et  le  premier  membre  esl  borne*.  En  prenant  les  valeurs  moyennes, 
cette  inegalite*  donne  imm^diatement 


...  kf )  —  m(  /■.  /)  |  ^  log/c  H-  log  ^ 
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Par  consequent 

m(      kf )  =  ni(  r,  f )  -h  b(  r), 

ou  h{r)  designe  une  fonction  bornee.  Pinalement, 

N  ( r,  kf)  +  m  ( r,  kf)  =  N  ( r,  /)  -h  m  ( r,  /)  +  *(r), 
T(r,  V)  =  T(r,/)-t-^(r), 

ce  (jiii  domontre  la  proposition  dans  ce  cas  particulier. 

Passons  an  cas  general.  Toute  homographie  est  une  combinaison 
de  translations,  inversions  et  homo  the  ties,  e'est-a-dire  <lc  transfor- 
mations de  /  en/-hrt,  de  /'en  y.  on  de  fen  kf.  Nous  venons  de  voir 

que  T(r,  kf)  differe  par  une  fonction  bornee  de  T(r,  /);  le  theoreme 
fondamental  de  M.  Nevanlinna  montre  que  la  difference 

T(r,/-ha)~T(>,/) 

est  aussi  bornee.  Enfin  T(i\f)  —  T^r-,       est  une  constante  (n°  7). 

11  s'ensuit  que  toute  transformation  honlographique  de  f{z)  ne  fait 
varier  T(/')  que  d'une  quantity  bornee. 

4°  On  a 

T(r,fg)<T(r,f)  +  T(r,  g). 

En  effet,  soit  b  un  pole  de  fg,  d'ordre  A\  II  est  evident  que  b  doit 
etre  un  pole  soit  de soit  de  g,  soit  dey  et  de  g  en  meme  temps  et 
la  somme  des  ordres  de  multiplicity  du  pole  b  de  f  el  du  pole  b  de  g 
est  precisement  k.  Done  tout  pole  du  produit  est  pole  pour  un  facteur 
au  moins.  Mais  inversement,  il  est  possible  que  c  soit  un  pole  pour  f 
et  un  zero  pour  g,  de  sorte  qu'il  soit  un  point  ordinaire  pour  le  pro- 
duit fg.  II  s'ensuit  que 

(a)  N(r,/^)^N(r,/)H-N(rJ  g). 

En  second  lieu 

l^l/^l^log|/!  +  log|^[ 
et,  en  prenant  les  valeurs  mojennes, 
(P)  m(r,f£)<m(r,f)-i-m(r,  g). 

En  ajoutant  membre  a  membre  les  inegalites  (a)  et  (;3),  onobtient 
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pr6cis6ment 

T(r,/^)<T(r//)n-T(r, 

5°  On  doit  a  M.  T.  Shimizu  une  propri^te  de  T(r)  qui  permet  d'en 
donner  une  definition  d'origine  ge^ometrique  ('). 

Supposons  qu'on  fasse  la  projection  stereographique  du  plan  de 
la  variable  rL=j\z)  sur  une  sphere  de  Riemann;  lorsque  z  decrit 
une  region  du  plan  des  z,  le  point  P,  image  de  Z  sur  la  sphere,  decrit 
une  surface  sph^rique  composee  d'un  ou  de  plusieurs  feuillets.  D^si- 
gnun.s  par  A,  (r),  l'aire  de  cette  surface  spherique,  mesuree  en  prenant 
comme  unite  l'aire  de  la  sphere,  lorsque  le  point  z  decrit  le 
cercle  :  z\<  r. 

La  fonction  T(r)  et  la  fonction  A,(r)  peuvent  etre  considerees 
comme  des  fonctions  de  la  variable  logr.  M.  T.  Shimizu  a  demontre 
que  :  T(/  )  ne  differe  que  par  une  fonction  bornee  d '  une  primi- 
tive de  Ai(r)  par  rapport  a  la  variable  log/\ 

Si  Ton  ecrit 

A1(>)  =  6(r)  +  7i(r)3 

n(r)  designant  le  nombre  des  poles  de  module  inferieur  a  r  :  m(r)  ne 
differe  que  par  une  fonction  bornee  d^une  primitive  de  b(r)  par 
rapport  a  log/\ 


(*)  T.  Shimizu,  On  the  Theory  of  Meromorphic  Functions  (Japanese  Journal 
of  Mathematics,  vol.  VI,  1929,  p.  1 19-171). 
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CLASSIFICATION  DES  FONCTIONS  ENTIRES 
OU  MtiROMORPHES. 


tl.  Comparaison  entre  T(r)  et  M(r).  —  Designons  par  M(r)  le 
maximum  du  module  def(z)  sur  la  circonference  de  rayon  r  et  de 
centre  origine.  La  croissance  de  la  fonction  M(r)  permet  d'etablir 
une  classification  des  fonctions  entieres  /(  z  ).  Cette  fonction  M(  /• ) 
a  servi  comme  clement  fondamental  de  la  classification  des  fonctions 
entieres  avant  1'introduction  de  la  fonction  caracteristique  T(r). 
Mais  T(/  ).  toul  en  rendant  les  memes  services  que  M(r)  pour  les 
fonctions  entieres.  permet  d'etendre  la  classification  aux  fonctions 
rneromor plies.  Dans  ce  cas,  M(r)  est  evidemment  infini  si  la  circon- 
ference de  rayon  r  passe  par  un  pole  de  la  fonction  merombrphe; 
ce  n'est  plus  une  fonction  croissante  de  r. 

Pour  les  fonctions  entieres,  la  croissanee  de  T(r)  est  compa- 
rable a  celle  de  logM(  /■ ). 

En  effet,  pour  les  fonctions  entieres.  il  n'y  a  pas  de  poles  fey,  done 

log|/(r  eft)  1  </0. 
Or 

|/(rc'0)|<M(r). 

Done 

f  (  r )  <  ~   f     1  og  M  ( )  </0  =  log  M  ( r ), 

pour  r  assez  grand. 

Gonsiderons,  en  second  lieu,  la  formule  de  Poisson-Jensen,  en 
prenant  pour  g  le  point  de  module  r  ou  \f\z)  \  est  maximum  et  en 
prenant  comme  contour  dintegration  la  circonference  de  rayon  R  >>  r. 


TW=if 
2  "J. 
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On  a 

l6ffM(/*)=—    f      log  |  /V  H        )  I  —  ;r—  —  —  rrfcp 


V1       I  R 


)  ' 


puisqu'il  n'y  a  pas  de  poles.  La  somme  s'^tend  a  Lous  les  zeros 

de  f(z)  int£rieurs  an  cercle  de  rayon  R.  Mais  log  ^P—  - —  est  une 

7  J  °    K(  z  —  a,  ) 

t  one  lion  de  Green  relative  au  cercle  de  rayon  R  et  au  point  an  elle 
est  harmonique  et  nulle  sjir  le  contour,  elle  est  done  positive  a  l'inte- 
rieur  puisqu'elle  est  egale  a  -+-  oo  au  point  a-,.  II  s'ensuit  que  tous  les 
teenies  sous  le  signe  2  sont  positifs  et  que  l'on  peut  ecrire 

logM(r)<  —  f     Iogt/YRe<'?)|  —  T>  K"~       A  ,  do 

on 

logM(r).<  |^T(R). 

Prenons,  pour  fixer  les  idees,  R  =  2/\  On  deduit 

r0gM(r)^3T(2r). 

Done,  en  definitive. 

T(r)5UogM(r)<3T(2r). 

Gette  double  inegalite  montre  que  T(r)  et  log  M(r)  ont  des  crois- 
sances  comparables.  On  le  verra  d'une  maniere  precise  au  para- 
graph e  1  i. 

12.  Cas  des  polynomes  et  des  fractions  rationnelles.  —  Par  mi 

toutcs  les  functions  entieres.  les  polynomes  seuls  jouissent  de  la 

propriete  que  le  rapport        est  borne.  Sa  limits,  pour  r  =  oo,  est 

i'^alc  an  ilegre  du  poly  twine, 

Parmi  ionics  les  fonctions  meromorphes,  les  fractions  ration- 
nelles seules  jouissent  de  la  propriete  que  le  rapport—^  est  borne. 
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La  limitc  de  ce  rapport,  pour  r  =  oo,  est  egale  au  degre  de  la 
fraction  rationnelle ,  c'est-a-dire  au  plus  grand  des  degres  du 
n  umerateur  et  du  de  nominate  ur. 

Le  resultat  demeure  exact  si  le  rapport  rfest  suppose  borne  que 
pour  une  infinite  de  valeurs  de  r  croissant  indefiniment . 

Soil  le  ])oJ ynome 

P(z)  =  au  zP-hatzP-i-h.  ..-+-ap=  zi>  <]>  I  - 


On  pent  prendre  r  assez  grand  pour  que  |  P  (z)  |  >i ,  de  sorte 
que  log  se  confond  avec  log  et 


tin. 


T(r)=  ^jf    log  |  zP  dQ=plogr-h  ~jf    log  J  0» 

L'integrale  du  dernier  membre  est  born^e.  II  s'ensuit  que 

,.  T(r) 

hm  — — -  =  p. 

,=*  log/- 

Done,  si  f(z)  est  un  polynome,  le  rapport  j^p-  est  borne.  Reci- 

proquement,  si  le  rapport  est  borne,  la  fonction  entiere  f{z) 

est  un  polynome. 
On  a,  en  effel . 

logM(r)<3T(2r), 

log  M(r)  <  ^  TC 2r)  log2r 
logr     =    log  2/-  logr 

Dans  le  second  membre  de  cette  inegalite.  ^2J^|  est  borne  par 

hypothese,  -j^^r  est  borne  et  tend  vers  i  quand  r  tend  vers  Tinfini. 

Par  consequent,  le  second  membre  est  borne  et 

'ogM(r) 
logr  =*> 

(T)  *  M(r)<r/>. 

Cette  derniere  inegalite  entraine,  en  vertu  d'une  extension  du 
theoreme  de  Liouville,  que  f(z)  est  un  polynome  de  degre  au  plus 
egal  a  p.  En  effet,  f(z)  etant  une  fonction  entiere  par  hypothese, 
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pout  etro  deVelopp^e  en  serie  lLanzn  dans  tout  le  plan.  Or,  les  ino- 
galitcs  de  Caurh\ 


entrainent,  on  tenant  complo  do  (y),  ot  en  faisant  croitre  r  indefi- 
niment, 

«n  =  0         {n=p  4-1,  p  -+-  2,  .)• 

Le  d^veloppement  so  reduit  mix  p  -f-  i  premiers  termes,  y(^)  est 
bien  un  polynome  de  degre  infericur  on  egal  a  p. 

Lo  resultat  demeure  exact  lorsque  le  rapport  j^-p  n'est  borne  que 

polir  uno  infinite  de  valours  do  r  croissant  indefmiment ;  l'inegalite 
(y)  n'est  alors  verifiee  que  pour  cos  valours,  mais  les  inegalites  de 
Cauehy  entrainent  la  nieme  conclusion. 

Passons  au  cas  dos  fonctions  meromorphes.  Nous  avons  montre, 
an  n°  9,  ([no,  pour  les  fractions  rationnolles 

/CO 


bzn  -+-  b'z'1-1  4-... 

i  T(r)       ,  .  v 

le  rapport  jQg/.  tend,  pour    =  oo,  vers  m  on  vers  n  suivant  que  m>  n 

ou  ?n  <  n . 

Pieciproquement,  supposons  que  le  rapport  -j^y  relatif  a  une 
fonction  m^romorphe  soit  borne;  on  peut  ecrire 

T(r)  =  '«('') +  N(r)<  A  log/-, 

A  dosignant  une  conslanlo.  Gomme  m(r)  est  une  fonction  positive, 
on  a 

N(r)  <  A  log/-. 

Or.  nous  avons  vu,  dans  la  demonstration  do  la  deuxieme  propriete 
du  n"  10,  quo.  si  Ton  represenle  graphiquement  N(/*)  corame  fone- 
tion  do  log/',  on  obtienl  uno  ligne  bris^e  convexe,  dont  la  pente  est 
d'autanl  plus  raide  qu'il  y  a  plus  do  polos.  Gomme  A  estune  quantite 
finie,  il  s'ensuit  que  dans  noire  cas  particulier,  on  ne  pout  pas  avoir 
une  infinite  de  p6les.  Soienl 

bu    b.,  b„,  . 
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ces  poles,  en  nombre  fini.  Posons 

Z{z)  =  {z-bi){z-b.l)...(z-bn). 

g(z)  est  un  polynome;  clone 

T(r,  a-)  <  B  logr, 

B  designant  une  constante. 

Comme  nous  ;uons.  par  hypothese 

T(/y/)  <  \  log/-. 
<>n  d^duit,  d'apres  la  quatrieme  propriety  du  n°  10. 

TO.  ./>)<(  \  -kBJlogr. 

Or,  la  fonclion n'a  pas  de  poles,  car^(^)  admet  comme  zeros 
precisement  les  poles  de  f(z-),  avec  les  memes  degres  de  multiplicity. 

est  alors  une  fonclion  entiere  et  ^ [ ' '  ^ ^  est  borne.  Tl  s'ensuil 
JO  logr 

que  jg  est  un  polynome  dont  le  degre  m  ne  depasse  pas  A  +  B, 
soil 

fg  =  (z-  ax){z  -  a2). .  .(*-«*). 
On  obtient,  finalement, 

/•-  \  _  ^ 3  ~  rtl )  [ z  ~  a? 1  •  •  •  (j  ~~  a,n  1 

C'est  une  fraction  rationnelle. 

Le  resullat  demeure  exact  lorsque  le  rapport  ^—-^  n  est  borne  que 

pour  une  infinite  de  valeurs  de  r  croissant  indefiniment.  En  effet,  si 

la  fonclion  avait  une  infinite  de  poles,  le  rapport  ^  ^  augmenterait 

indefiniment  puisque,  la  ligne  brisee  representant  N(r)  demeurant 
au-dessus  de  la  demi-droite  formee  par  le  prolongement  de  ces  cotes, 
on  a,  quel  que  soil  Pen  tier 

N(r)  >  n  lop:r  4-  C 

lorsque  r  >>  |  bn  |,  done 


log/ 

pour  r  assez  grand. 


N(r). 

/>  —  i . 
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13.  Classification  des  fonctions  entieres  au  moyen  de  M(r)  (f).  — 
Coraparons  la  croissance  de  loglogM(r)  a  celle  de  log/\  Deux  cas 
peuvent  se  presenter  :  i"  On  bien 

77—  log  log  M(r) 

Inn         ,  — - 

/•=*=  Jog/- 

est  infinie.  On  dit  alors  que  f(  z)  est  une  function  entiere  d'ordre 
injini.  >."  Ou  bien  eette  plus  grande  limite  est  finie  et  egale  a  p. 
Dans  ce  dernier  cas,  on  dit  que  f(~z)  est  une  fonction  d'ordre  fini  p. 

Consid6rons  une  fonction  d'ordre  fini  p.  Pour  r  suffisamment 
grand,  on  a 

loglogM(r) 

log/-  ^? 

car,  p  designanl  la  plus  grande  limite  du  premier  rnembre,  il  n'y  a 
qu'un  intervalle  fini  de  valeurs  de  r  pour  lesquelles  ce  premier  membre 
est  supe'rieur  a  o~{-s.  On  en  tire 

M(r)  <  erV  \ 

D'autre  part,  il  v  a  une  infinite  de  valeurs  de  r  pour  lesquelles 

log  loir  M  ( r) 

logr  >?_£ 

et,  par  suite,  pour  ces  valeurs, 

M(r)  >  e'°  "\ 

En  definitive,  pour  une  fonction  entiere  d'ordre  p,  la  croissance  du 


(l)  Nous  rappellerons  ici  la  definition  de  la  plus  grande  limite  d'une  fonc- 
tion u(r)  pour  r  infini,  dont  on  se  servira  dans  la  suite.  Soit  E  l'ensemble  des 
points  d  un  axe  representant  les  valeurs  limites  d'une  fonction  de  variable  reelle 
u(r)  pour  toutes  les  suites  de  nombres  r  augmentant  indefiniment.  Get  ensemble 
est  ferme,  o'est-a-dire  contienl  tous  ses  points  d'accumulation .  II  se  peut,  que 
le  point  -+-  *)  appartienne  a  E.  Si  ce  point  n'appartient  pas  a  E,  l'abscisse  du 
point  de  E'  qui  a  la  plus  grande  abscisse,  point  qui  existe  puisque  l'ensemble  E  est 
ferine,  s'appHIr   la   plus  grande  limite  de  u  et  on  la  designe  par  lim  u.  Si  Ie 

point  +  ao  apparliei.t  ii  E,  on  dit  que  la  plus  grande  limite  est  -+-  00  et  I'on  ecrit 

Lim  a  =-f-  so . 

Ea  plus  petite  limite  se  delink  de  la  rneme  maniere  :  c'est  le  point  de  E  qui  a  la 
plus  petit*'  abscisse. 
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module  est  limine  par  les  inegalites 

^<'M(r)<«»*H 

pour  r  suffisamment  grand.  Nous  conviendrons  que  la  notation 
A(r)<C/B(/  )  signifie  que  l'in^galite"  \.(r)<^B(r)  n'a  lieu  d'une 
maniere  certaine  que  pour  une  infinite  de  valeurs  de  r  croissant  inde- 
finiment. 

Ces  inegalites  n'indiqueril  rien  sur  la  plus  grande  limite  pour  r 
infini,  du  quotient 

lo^M(/) 

rP 

La  consideration  de  eetle  limite  permet  de  compiler  la  classifica- 
tion en  ordres,  en  introduisant  pour  chaque  ordrc  des  types  de 
fonctions,  d'apres  M.  Pringsheim  : 

i(>  Si 

-7T—  logM(r) 
1 1  tu    =  oo, 

r  =  «e  rP 

f{  z )  appartient  an  type  maximum  de  l'ordre  p; 
2°  Si 

_lQgM(r)  ^ 
lim  —   =  A  =z£  o, 

f(  z )  appartient  au  type  moyen  de  l'ordre  p; 
3°  Enfm.  si 

—. — ■  1  o  M(r) 

hm  — ■  : — -  —  o, 

r=oo  rP 

f(z)  appartient  au  type  minimum  de  l'ordre  p. 

M.  V  aliron  a  pousse  plus  loin  la  classification,  en  subdivisant  les 
fonctions  du  type  minimum  en  deux  classes,  suivant  que  l'integrale 

Jr.  'P+' 

est  convergente  ou  diver  gen  te.  Hemarquons  d'abord  qu'e  cette  inte- 
grale  n'a  un  sens  que  si  la  fonction  est  du  type  minimum.  En  effet, 

lorsque  l'integrale  a  un  sens,  \e  nombre   f  —^-!^—dr  tend  \<tn 
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zero  q  11  and  /'  lend  vers  l  infini.  Or 


r™^>logM(,)f^ 


prp 


Par  consequent,  pour  que  I'inte'grale  ait  un  sens,  il  faut  que  log^;  ^ 
tende  vers  zero,  comme  le  premier  membre,  quand  /*  augmente  inde- 
finiment;  /'(  z)  estbien  du  type  minimum. 

Ceci  etabli,  la  fonction  /( c),  du  type  minimum,  appartient  a  la 
classe  tie  convergence  si 


IogM(r)rf 


est  convergente;  f(z),  du  type  minimum,  appartient  a  la  classe  cle 
divergence  si  Fintegrale  precedentc  est  divergente. 

14.  Classification  des  fonctions  entieres  au  moyen  de  T(r).  —  On 
obtient  exactementla  meme  classification  des  fonctions  entieres  qu'au 
numero  precedent  si  l'on  emploie  la  fonction  caracteristique  T(r)  a 
la  place  de  logM(r). 

En  effet,  on  peut  demontrer  facilement  que  les  limites  qui  donnent 
l'ordre,  le  type  et  la  classe  sont  les  memes  si  Ton  emploie  logM(r) 
ou  T(r).  Nous  avons  etabli  (n°  11)  les  inegalites 

T(r)^logM(r)^3T(ar). 

On  en  deduit 

IogT(-r)     loglogM(r)     Iog3  T(2r)  _  logT(2r)  log2r  Iog3 
logr     =        log/-        =       log''  log2r      logr  log'' 

Dans  le  dernier  membre,  le  terme  J^|-^  tend  vers  zero  quand  /*  tend 

vers  Finfini.  D'autre  part  lend  vers  i.  Ceci  entraine  que  les 
expressions 

— —  logT(r)  —. —  Tog  log  M  (  r) 

J  un  — -   et     hm  — - — ^  

r=x      log/'  r=00  log/" 

soul  egales  entre  elles,  infinies  ou  finies.  Done,  on  trouve  le  meme 
ordre  pour  une  fonction  entiere,  que  l'on  parte  de  T(r)  ou  de  logM(r). 
Suppbsons  l'ordre  fini.  Les  inegalites  du  debut  donnent  aussi 

T|  r  )     log  \\(  r)       T(  :>r  ) 

— r-  S    <  i   —  2p. 

rP    -       r?       ~  (ir)P 
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Les  in£galites  pr6c6dentes  montrenl  que 


—  T(r)  —  log  M(n 

lull   —      et  Inn  

sont,  en  ra^me  temps,  infinies,  finies  et  dififerentes  de  z6ro,  ou  nulles. 
Done,  la  consideration  de  T(  r)  conduit  au\  memes  types  de  I'ordre  p 
que  celle  de  logM(r). 

Enfin.  on  a  de  la  nieme  maniere 

V(r)  <  loSM(r)  <  T (■>./• ) 

rP+i  =     rP+i      =  (2r)^+l 

et,  par  suite, 

fjir)  /--logM(r) 

sont  convergentes  ou  divergentes  en  memo  temps,  ce  qui  montre  que 
les  classes  sont  les  memes,  que  l'on  parte  de  T(/*)  ou  de  logM(  r). 

Done,  pour  l'e'tude  de  la  croissance  des  fo net ions  entieres  et  pour 
leur  classification,  il  revient  au  meme  d'utiliser  la  fonction  T(r)  ou 
la  fonction  logM(r).  Mais,  si  nous  passons  a  l'etude  des  f auctions 
meromorphes,  la  fonction  logM(r)  n'est  plus  une  fonction  crois- 
sante,  car  M(  /*)  est  infini  pour  les  circonferences  passant  par  les  poles. 
C'est  la  fonction  T(r)  qui  va  conserver  les  proprietes  de  la  fonc- 
tion logM(r)  et  qui  permettra  de  faire  une  classification  des  fonctions 
meromorphes  en  tons  points  semblable  a  celle  des  fonctions  entieres. 

15.  Classification  des  fonctions  meromorphes.  —  Soil  /(  z)  une 
fonction  meromorphe.  On  considere  P  expression 

—  loi;T(r, 

I  1111   :   • 

r=ae  logr 

Si  elle  est  infinie,  /( z)  est  une  fonction  d'ordrr  infini. 

Si  cette  limite  est  finie  et  egale  a  p,  la  fonetion  /'(  z)  est  d'ordre  p. 

Pour  les  fonctions  de  I'ordre  p,  on  considere  : 

Inn  — — '-• 

Si  cette  plus  grande  limite  est  infinie,  J(z)  appartient  an  type 
maximum  de  I'ordre  p. 
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Si  la  limite  est  finie  el  diff^rente  de  zero,  f(z)  appartient  an  type 
moyen  de  l'ordre  p. 

Enfin,  si  cette  plus  grande  limite  est  z£ro,  f(z)  appartient  an  type 
mi ii imam  de  l'ordre  p. 

Les  fonctions  meromorphes  du  type  minimum  se  subdivisent  en 
<lcu\  classes,  suivant  que  l'integrale 

r  T(r)  i 
k  ^ 

est  convergente  ou  divergente.  Dans  le  premier  cas,  f(z)  est  de  la 
rlasse  de  convergence ;  dans  le  second,  f(z)  appartient  a  la  classe 
de  divergence. 

On  verrait  comme  au  paragraphe  13,  que  l'integrale  precedente  ne 
pent  avoir  un  sens  que  si  la  fonction  f(z)  est  du  type  minimum. 

16.  Quelques  propriety  des  fonctions  de  la  classe  de  convergence  : 

Theorems.  —  Si  V integrate 

est  convergente,  il  en  est  de  meme  des  integrates 

Jr.    '-f+'  Jr. 

ou  n(r)  designe  le  nombre  des  poles  de  f(z)  dont  le  module  est 
inferieur  a  r.  ainsi  que  de  la  serie 


ou  rn  represente  le  module  du  niime  pole  de  f{z),  ceux-ci  etant 
ranges  par  ordre  de  modules  non  decroissants. 

Remarquons  que,  au  lieu  de  considerer  les  poles  de  f(z),  on  peut 
aussi  bien  considerer  les  zeros  de  f(z)  —  a,  ou  a  est  une  constante 
quelconque.  en  vertu  du  th^oreme  fundamental  de  M.  Nevanlinna. 

On  a 

T(r,/)  =  m(r,  /)  +  N(r,/), 
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ou  ra(r,/)el  N  (/••/)  sonl  toujours  positives,  et  il  esl  Evident  que  la 
convergence  de  I  entraine  la  convergence  de  J. 

Mais,  les  integrates  .)  el  K  son)  convergentes  ou  divergentes  en 
mSme  temps.  En  effet,  pour  ionic  valeur  de  r,  diff^rente  des  rn, 
on  a 

n(r) 

N(r)  =  *(r)logr  —  log/7, 

i~  i 

d'ou  Ton  <l(''(liiii 

dN(  r)  _  n{r) 
dr  r 

D'autre  part,  on  a,  en  integrant  par  parties, 

f '  N(r)  dr  _  r  N(>"  !  _  I  N(r)  ^  1    Cr  d^s(r)  dr 

OU 

J,    rP*-»  1  1  ~  p     rj        p    rP    +  p  J  rP--H 


Le  rapport         lend  vers  zero  quand  /•  croit  indefiniment,  comme 
d'apres  la  definition  memo  du  type  minimum.  Or.  si  J  con- 
verge, on  doit  avoir 

I  r^dr<e 

pour  r'  etr" quelconques,  superieurs  it  un  nombre  convenablemenl 
choisiJi.  II  s'ensuit,  d'apres  l'egalite  precedente,  que 


rr"n(r) 


dr 


tend  vers  zero  dans  les  memes  conditions,  ce  qui  entraine  la  conver- 
gence de  K.  Done,  la  convergence  de  l'integrale  J  entraine  celle  de 
l'integrale  R.  Inversement,  on  pent  ecrire  l'inegalile  prc'cedente  sous 
la  forme 


,  dr. 

0 


Cette  inegalite  montre  que  si  l'integrale  Jv  est  convergente,  il  en 
est  de  meme  de  l'integrale  J. 
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Passons  maintenant  a  l'elude  de  la  s£rie  S.  Si  l'integrale  I  est 
convergente,  nous  venons  de  voir  qu'il  en  est  de  menie  des  integrates 
J  et  K.  Mais  la  convergence  de  l'integrale  K  entraine  evidemment 
la  convergence  de  la  s£rie 

Or.  on  a 

car  n(r)  =  i  pour  /*,  <C  r<ra  par  definition.  Ensuite, 
car  n(r)  =  2  pour  r2  <C  r<  r3.  De  la  meme  maniere, 


En  additionnant  ces  egalites,  on  trouve 

Supposons  que  l'integrale  K  soit  convergente  :  *lilJLt  tend  vers  zero 

rH 

quand  r  augmente  indefiniment.  L'egalite  precedente  montre  que  S 
est  alors  convergente.  Done,  si  l'integrale  K  est  convergente,  la 
serie  S  est  aussi  convergente. 
Inversement,  on  peut  6"crire 

1  /=i  / 

Done,  si  la  serie  S  est  convergente,  l'integrale  K,  et  par  suite  J,  le 
sont  aussi. 

..,  — - — 

MONTBL  3 
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17.  Preliminaires.  —  Si  l'on  connait  les  zeros  (Tune  fonction 
entiere,  on  peut  l'ecrire  sous  une  forme  due  a  Weiers trass  oii  ces 
zeros  sont  mis  en  evidence.  C'est  la  decomposition  en  facteurs  pri- 
maires. 

On  peut  donner  une  decomposition  analogue  pour  les  fonctions 
meromorphes,  mettant  en  evidence  les  zeros  et  les  poles  de  la 
fonction. 

Nous  nous  bornerons  aux  fonctions  meromorphes  d'ordre  fini  p. 
Soit  done  : 

-77—  \o?T(r) 
hm   =  p, 

d'oii  Ton  deduit,  pour  r  assez  grand, 

T(r)  <  rP+e. 

Designons  par  p  +  i  le  premier  entier  superieur  a  p.  Alors 

Jim  — - — -  =  o. 

II  existe  done  un  entier  yj>,  tel  que  le  rapport  tende  vers  zero 
quand  r  augmente  indefiniment. 

Reprenons  la  formule  du  paragraphe  4  : 


z 


_  y  ,og  «ii^L  +y  ,„g  hi=£  +  ic. 

AJ     °r(z  —  ai)      —       r{z  —  bj) 
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Eh  d^rivanl  par  rapport  a      on  obtient 
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/I  z  i 


~ Zj  —  3  _  ^  5  —  ,-2  ^jLiZ  —  Cli  ~~2*Z  —  bj' 

l  I      1  i  I 


et,  apres  /;  derivations  successives, 
dP+i  log f(z)  (p-hi)l 


(IO) 


±p--  r  iogi/(oi 


tf6 


] 


2C 


Pour  simplifier  l'ecriture,  posons 

'-^jf'*1^"1!!-^   

-<-^[?  (^r-s^n- 

Cherclions  la  limite  du  second  membre  de  la  formule  (10)  quand  r 
tend  vers  l'infini.  D'une  maniere  plus  precise,  supposons  que  |  z  \ 
soil  inferieur  a  un  nombre  fixe  r',  d'ailleurs  arbitraire;  et  soit 
£  =r^>  r' .  Nous  ferons  croitre  r  indefiniment. 

On  a 

+      f  2\_,  „__,-ax,  at 


A  I 


t!>!  f  log|/(r^)| 


(/0 


Or, 


<<£^XJlos!/(?)ll(^ 


f  k| log Ike 

r^ogi/coirfe+i  r^iog 


m  =  m(r,  /)  H-  m  ( >,  j 
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Done, 
Comme 


CHAPITRE  III. 


I  A|< 


(»}) 


;(/,/)<  T(r),       m(^j)  <T(r)-H6(r), 


on  a  finalement, 


A  |> 


2pp  •+-!)!  n^2  2T(/')  +  6(r) 
(r  —  r')P+*  r/>+1 


Le  second  membre  de  cette  in^galite  est  un  produit  de  deux  fac- 

teurs.  La  limite  du  premier  facteur,  -7^-  '       ?  quand  tend 

r  (  /■  —  r  )r>+-  ^ 

vers  l'infini,  est  2(^7 -f-  1)  !  Quand  au  second  facteur,  2T(r)^^(r)? 

T(r) 

il  tend  vers  zero.  En  effet,  nous  avons  suppose"  plus  haut  que  ^ 

tend  vers  zero  quand  r  augmente  ind^finiment;  6(r)  etant  une 

fonction  bornee,         lend  e"galement  vers  ze>o.  Par  consequent, 

A  tend  vers  zero  uniformement  quand  r  augmente  indefiniment. 
Passons  maintenant  au  terme  B.  On  a  / 


a  est  a  l'interieur  du  cercle  de  rayon  r,  done  —  est  a  l'exterieur  de  ce 

a 

cercle;  z  est  dans  le  cercle  de  rayon  r'.  Done, 


>r  —  /■'. 


et 


5  \aiZ-r 


n(r,  o) 
(r-r')P-* 


011  n(i\  o)  represente  le  nombre  de  zeros  de  f(z)  interieurs  au 
cercle  de  rayon  r. 

De  la  meme  maniere,  on  a 


< 


n  (r.  00) 
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Cherchons  des  limites  sup^rieures  pour  n(r,  6)  et  rc('r,  oo).  On  a 


N(r,  o  )  =y  log  — 
—    '  at 


Si  e  esl  la  base  des  logarithmes  neperiens,  on  aura 

n(er)  n  (r) 

H<e,-.o)  =  V  loa^>VloKfi-, 
puisque  totis  les  lermes  des  sommes  sont  positifs.  Or, 

mr)  n{r) 

^  loii  —  =  n(r,o)  -f-^^  \og~  ~  o), 

i=l  i  — I 

Done 

N(cr,  o)  £  /i(r,  o)  -f-  N(r,  o)  itn(r,  o), 
puisque  N(r,  o  )  est  positif  ou  nul.  Par  consequent, 

fi{r,  o  )  <  IN  («/*,  o  ). 

De  meme. 

h(r,  x)<N  (<?/•,  o&), 

et,  finalenient, 

I  B  I  <  n  ! 


r/?+i       N(cr,  o)  -+-  N(e/-,  oo) 
el 

/>!(<?ry>+1  T(e/%  o) -h  T(e/\  oo) 
'     1  ^  (  /•  —  r' 

Quand  r  augmente  vers  l'infini,  le  second  membre  de  cette  ine- 
^alite  lend  vers  zero.  En  effet,  le  premier  facteur,  ~— - — tt——:-»  tend 

vers  pleP+i.  Par  hypothese,  ^^*y+}  ten^  vers  z^l°  et  ^(er,  oo)  ne 
differe  de  T(er,  o)  que  par  une  constante.  Par  consequent,  B  tend 
ret  s  zero,  uniformt merit ,  quand  r  augmente  indefiniment . 

En  resume,  Ja  formule  (io)  devient,  quand  augmente  indefi- 
niment. 


(ii 


» 
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Poor  avoir  la  limite.  M  ne  faul  |>;is  faire  tendre  r  vers  I'infini  §6pare- 

ment  dans       et  dans        On  considere  a  la  fois  tons  les  z6ros  el 

t  i 

ions  les  poles  de  f(z)  interieurs  an  cercle  de  rayon  r,  on  forme  la 
difference  1   , — "V  \     ^,  >  et  Ton  fail  ensuite  tendre  / 

—  (  Z  —  Cli  Z  —  bj  )P+l 

i  i 

vers  I'infini. 

18.  Forme  canonique  d'une  fonction  meromorphe  d'ordre  fini.  — 

L'egalite  ( i  i)  permet  de  donner  aux  fonctions  m^romorphes  une 
forme  analogue  a  la  decomposition  en  facteurs  primaires  des  fonc- 
tions entieres.  Le  second  membre  de(ii)  est  uniform^ment  conver- 
gent ;  done  on  pent  integrer  terme  a  terme.  Or,  si  Ton  integre  entre  o 

el  z  le  terme  (  —  i)p  p\   - — — rr  i  on  obtient,  apres  une  integration. 

v      '      K1  (z—  a)/'  an 

et,  apres  p  integrations  successives  entre  les  memos  limites  o  et  z. 
i  l        z  zP-i 


a      a  a 


et,  enfin,  apres  une  (p      i),eme  integration  entre  o  el 

\  —  a  J      a       i  a-  pal' 

Alors,  en  integrant  p  -rf- 1  fois  la  formule  (n)  entre  les  limites  o 
el  ^,  on  obtient 

log/(^)  =  Inn  |~  2[log(: 


1      «,  iaf 

■  ■  Pbf 

on  P(^)  est  mi  polynome  arbitraire  de  degre  p.  resultant  des 
y>  —4—  i  integrations  successives.  La  somrae  ^  est  etendue  a  tons  les 

i 

zeros  def  (z)  pour  lesquels   at  <T  r  et  la  somme  ^  a  tons  les  poles 
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tels  que  \bj\<Cr.  On  fail  tendre  r  vers  I'infini  apres  avoir  effectue 
la  difference  2  ~2' 

i  } 

En  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  obtient  la  formule 
fondamentale 


(  I  2  V 


/(*)  =  «pWlim  n 

/'=  go   JL  JL 


i  I  e 


5/» 


ZP 


Dans  le  second  membre,  on  a  la  limite  d'un  quotient :  le  numerateur 
i  le  produit  des  facteurs  primaires 


(-;■) 


ZP 


correspondant  a  tons  les  zeros  at  de  f  (z)  tels  que  |  a-t  |  <  r;  le  deno- 
minateur  est  le  produit  des  facteurs  primaires  correspondant  a  tous 
les  poles  bj  de  f(  z  )  tels  que  |  bj  |"<  r;  on  prend,  cnsuite,  la  limite  de 
ce  quotient.  La  limite  de  ce  quotient  n'est  pas  necessairement  egale 
an  quotient  des  deux  produits  infinis  formes  avec  les  facteurs  du 
numerateur  et  ceux  du  denominateur,  car  ces  produits  peuvent  etre 
divergents. 

Nous  avons  laisse  de  cote  le  cas  ou  l'origine  est  un  zero  ou  un 
pole  d'ordre  k  de  f{z).  Dans  ce  cas,  on  divise  ou  Ton  multiplie f(z) 
par  zk  et  Ton  retombe  sur  le  cas  precedent.  De  sorte  qu'on  a,  fina- 
lement. 


(13)  f{z)  =  3*e*W\im  J] 


pa 


MP  * 

k  esl  positif,  negalif  on  mil,  suivarit  que  l'origine  est  unzero,  un  pole, 
ou  an  point  ou/(,s)  a  une  valeur  finie  et  non  nulle. 

19.  Cas  particuliers.  —  La  limite  du  quotient,  qui  intervient  dans 
Irs  formules  (12)  el  (i3),  peut  etre  remplacee  dans  certains  cas  par 
le  quotienl  des  limites  des  produits  infinis  du  numerateur  et  du 
denominateur.  11  unit  et  il  suffil  pour  celaque  chacun  de  ces  produits 
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soit  convergent.  II  en  sera  airisi  lorsque  les  series 


sonl  convergentes  (  1  ). 

Par  exemple,  si  j  a„  \  =  /i,  on  pent  prendre p  =  i ;  si  a„  =  y  n 
on  prend  />  =  2.  et  ainsi  de  suite.  A  mesure  qu'il  y  a  plus  de  z.'io 
cle  /'(  3)  dans  le  cercle  de  rayon  r,  il  faut  prendre  p  plus  grand  et  le 
fonctions  sont  de  plus  en  plus  compliqu^es.  M£me  remarque  p 
les  bj. 

Supposons  done  que  les  series  V  „\t_l  el  ^  f  soienl 

convergentes.  Dans  ce  cas.  la  formule  (i3)  conduil  a  une  repre- 
sentation partieuliere  des  fonctions  m£romorphes  : 


s 

IUF 


n 

(14 )  f^z)=zZkem1^- 


ZP 


1  1  e 


ZP 


Monlrons  que  :  La  formule  (i4)  est  applicable  a  toute  fonc- 
tion  /('•)  qui  est  du  type  minimum  de  Vordre  p  -+- 1  et  de  la 

classe  de  convergence,  c'est-a-dire  telle  que  l'integrale  f*   T * 

soit  convergente. 

En  effet,  nous  avons  demontre  an  paragraphe  Mi  que  la  conver- 
gence de  l'integrale 


entraine  la  convergence  de  la  serie 


S       4mm   I  hi  \P+* 


(')   Voir,  par  exemple,  Ed.  Gotjrsat,  Cours  d' Analyse   mathetnatique,   t.  II, 

4e  ed.,  p.  1 5o. 
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et,  par  consequent,  de  la  serie 

puisque  T(r,  oc)  et  T(r,  o)  ne  different  que  par  une  constantc. 
Done,  dans  ce  cas,  !<■>  produits  infinis 

soni  separement  convergents  et  Ton  peut  appliquer  la  formule  (i4)- 

20.  Genre  des  fonctions  meromorphes.  —  On  sait  que  si  une 
fonction  entiere  peut  etre  decomposer  en  facteurs  priniaires  sous  la 
forme 


P(  z)  designant  un  poljnome  de  degre  inferieur  ou  egal  a  yj,  on  dit 
qu'elle  est  de  genre  p.  Dans  ce  cas,  si  Ton  designe  par  M(r)  le  maxi- 
m u in  dii  module  de  la  fonction  dans  le  cercle  de  rajon  r,  l'expression 

logMQ) 
rP+i 

(end  vers  zero  quand  r  tend  vers  l'infini  ('). 

Comme  nous  l'avons  deja  remarque,  la  fonction  caracteristique 
T(r)  joue,  pour  les  fonctions  meromorphes,  un  role  analogue  a  celui 
de  logM(  /  )  pour  les  fonctions  entieres. 

Nous  avpns  vu,  au  debut  du  paragraphe  17,  que  pour  les  fonctions 
meromorphes  d'ordre  fini  p.  on  peut  toujours  trouver  un  entier  p  tel 
que 

T(r) 

tende  vers  z£ro  (juand  /■  augmente  indefiniment. 


(')  Voir,  par  exemplf,  E.  I5orel,  Lecons  sur  les  fonctions  entieres.  Chap.  III. 
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11  s'ensuil  que  Ion  peut  toujours  determiner  un  entier  s  tel  que 

TO. 


fa 


dr 


soit  convergente.  En  effet,  dans    ions  Irs  cas,  on  peut  prendi 

5  =  p  ~\~  1 5  ca  r 

T<r)  =  T(r)    _i_  ^  _i_ 

,.,•+2    —     ,./,+  !  *    ,.2   <  ;.S 

pour  /•  assez  grand. 

Envertu  des  r^sultats  du  paragraphe  19,  on  pent  done  toujou 
mettre  one  fonction  meromorphe  d'ordre  fini  sons  la  forme  de  qui 
lieni  de  deux  fonetions  entieres  : 


n 


i  ]  e 

a, 


sb* 


Gette  representation  est  generale.  Mais  il  peut  exister  un  entier 
p '  <is  tel  que  la  serie  ^  ,  t  *n,_^l  soit  convergente.  De  menie.  il  pent 

exister  un  entier//  <  s  tel  que  la  serie  ^  p^rpp+l  s01^  convergente. 

11  est  evident  que  Ponpeut  alors  remplaeer  le  numerateur  eL  le  deno- 
minateur  par  des  produits  infinis  de  genres  p'  el  p"  respectivement, 
en  modifiant  le  polynome  P(^).  Enfin,  le  poljnome  P(3)  peut,  In i 
aussi,  etre  de  degre  p"  inferieur  i\  p.  f(  z)  prend  alors  la  forme 


f(z)  =  z«        —  ^  =  z*  ep< 


Z-P' 

II, 
IT 


Le  plus  grand  des  entiers  //,  p\  p"  Jappelle  le  genre  de  la 
fonction  meromorphe. 


21 .  Relations  entre  l'ordre  et  le  genre  d'une  fonction  meromorphe. 

—  Soit  une  fonction  meromorphe  J(z).  d'ordre  p   et  de  genre  />. 
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Nous  ajlons  d^montrer  les  in^galites 

En  effet,  d'apres  la  definition  de  l'ordre,  on  a,  quel  que  soil  e  positif, 

..  T(r) 

Si  cj  |  i  esl  le  premier  entier  sup^rieur  a  p,  il  s'ensuit  que  Finte- 
grale 

Jr  rV+* 

esl  convergente  car,  si  11  diSsigne  la  difference  </  -h  i  —  p,  le  produit 
/•'  ;         tend  vers  zero  pour  r  infini,  et  par  suite  que  les  series 

sonl  convergentes.  Par  consequent,  les  produits  infinis  du  nume- 
rateur  el  du  d^nominateur  def(z)  sont  de  genre  q  au  plus.  Mais  on 
peut  6crire 

-    -         •    -+  +  — 


n 


 U...-4--   1 


n 


1  — 

a, 


qa. 


•et,  en  tenant  compte  de  la  quatrieme  propriete  du  paragraphe  16. 
TieV:  »  <  T|/(  3)]  _  T(;-^)  ^  T(  II,)  \IIt 

Faisons  tendre  r  vers  Finlini.  Le  premier  terme  du  second  membre 
de  cefcte  inegalite  tend  vers  zero  (§17)-,  car  q  -j-  1  est  superieur 
a  l'ordre  p  <lc  /('■)•  Le  second  terme  tend  evidemment  vers 
/••m.  <  ;ii  T(z~k)  est  comparable  a  logr.  Enfin,  le  troisieme  et  le 
quatrieme  terme  du  second  membre  tendent  aussi  vers  zero,  car 
les  produits  canoniques  qui  y  figurent  sont  de  genre  q.  Or,  on  a  vu, 
.111  paragraphe  1  i.  que  les  croissances  T(r)  etlogM(r)  sont  compa- 
rables,  el  I'on  ;<  rappele^  au  debul  du  paragraphe  20  que,  pour  un  pro- 
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duit  de  facteurs  primaires  de  genre       le  rapport  -2§j? ' r I  t«id 


vers  zero  avec  -  • 
r 

II  on  est  done  de  meme  de    j  —  et  de    L_i  j  mais  T(IIt )  et  T  f — 

/•'/-«  '  v   '/  yu, 

no  different  que  par  uno  constante.  Par  consequent, 

]  IM)   -  =  o. 

Ceci  montre  que  le  degre p'"  de  P(  z)  estau  plus  egal  a  y.  car  T(ep  z ) 
est  comparable  a  r?m  quand  r  tend  vers  l'infini. 

Done,  le  genre  p  de  f(  z)  est  au  plus  £gal  a  </  et,  comme  q  H-  i  est 
le  plus  petit  entier  superieur  a  p,  on  a  bien 

La  seconde  inegalite  de  l'enonce  est  demontree. 

Pour  demontrer  la  premiere,  nous  allons  etablir  que  si  p  est  le 
genre,  l'ordre  p  ne  depasse  pas  p  -f-  1 . 

En  effet,  /(*)  est  representee  dans  ce  cas  par  la  formule  (i4) 
oii  P(^)est  un  polynoine  de  degre  p  au  plus.  On  en  deduit,  en  tenant 
compte,  comme  plus  haul,  de  la  quatrieme  propriete  du  para- 
graphe  16,  et  en  designant  par  II,  et  II,  les  produits  canoniques  du 
numerateur  et  du  denominateur, 

Tf/(z)]  <  T(jc*)      T(^^  >      T(1I,  )  t  T(rT2)r 

Faisons  augmenter  /•  indeliniment.  Comme  precedemment,  le  pre- 
mier et  le  second  terme  du  second  membre  tendent  vers  zero.  De 

t(-M 

T(n,)       \n2/      ,  .  i        j  •  i 

meme,  — — —  et   — —  tendent  vers  zero,  car  les  produits  sont  de 

'    rP+l  rP-*-1  r 

genre  p.  II  s'ensuit  que  le  second  membre  de  l'inegalite  precedente 

tend  vers  zero  avec  -•  Done 
r 

,.  T(r'/) 
Inn  — ■ — = —  =  o, 
>=x  rP+i 


ce  qui  montre  que  l'ordre  p  de  /  (  z)  e>i  inferieur  ou  egal  a  p  -f-  i . 
Et,  de  plus,  s'il  est  egal  a  y>  -f-  i .  la  function /(  z)  appartient  au  type 
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minimum  de  eel  ordre.  Ainsi  la  premiere  inegalite  de  l'enonce  est 
etablie. 


22.  Determination  du  genre  des  fonctions  meromorphes.  —  Les 

in£galites  (i5)  permettent,  en  general,  de  trouver  le  genre  d'une 
fonction  meromorphe  si  l'on  connail  T(r,  f).  Supposons  que  l'on  ait 

Inn  — =   =  p, 

p  est  I 'ordre  de  f(z). 

Si  o  n'est  pas  entier,  les  inegalite' s 

P  — 1  =P  =  ? 

montrent  que  le  genre  p  est  necessairement  egal  au  plus  grand 
<'ii tier  route nu  dans  p. 

Si  p  est  enlier,  le  genre  peut  etre  soit  p,  soit  p  —  i.  Mais  si  le 
genre  de  /'( z)  est  p,  on  vient  de  voir  que 

Mm  W-o, 

e'est-a-dire  que  f(z)  appartientau  type  minimum  de  l'ordre p-\-\. 
Par  consequent,  si 

J '(  s)  ne  peut  pas  etre  de  genre  p  —  i .  Done,  si  p  est  entier  etsif(z) 
appartient  au  type  maximum  ou  au  type  normal  de  V ordre  p,  le 
genre  est  p. 

II  reste  a  etudier  le  cas  ou  f(z)  appartient  au  type  minimum  de 
l'ordre  p.  Deux  cas  se  presentent  :  f(z)  appartient  a  la  classe  de 
convergence  ou  a  la  classe  de  divergence. 

i°  f(z)  appartient  a  la  classe  de  convergence  du  type  mini- 
mum d 1  ordre  p.  L'int^grale 

fT(r) 
J. 


dr 


est  convergente.  Alors  (§  16  ),  les  series  ^  j~a~]p  et  ^  i  u.  ■«  sont 
com  ergentes,  el     genre  de  f  \  z  )  est  p  —  i . 
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20  Sif(z)  appartient  a  la  classe  de  divergence,  nous  ne  pou- 
von.s  plus   conc-lure   sans  6tudier  directement  les  series 


i 


et  2|~^~[p*      ces  ('e,,x  s^ries  convergent,  le  genrede  la  fonction  c^i 

' '  .  . 

bienp  — i.  Mai.s  il  suffit  que  l'une  de  res  series  diverge  pour  que  le 
produit  infini  correspondant  diverge,  et  le  genre  de  f(z)  devient, 
dans  ce  cas,  egal  a  p. 

Ce  cas  est  d'ailleurs  exceptionnel.  Pour  montrer  combien  rares 
sont  les  cas  ou  il  y  a  d'oute  sur  le  genre  de  f(z)  quand  on  connait  Tj  r  ), 
il  suffit  d'indiquer  que,  de  tonics  les  fonctions  deduites  de  f(z)  |>ar 
une  transformation  homographique  a  coefficients  constants,  une 
seule  an  plus  pent  donner  lieu  a  ce  doute. 

En  resume  :  Soit  p,  le  genre  d' une  fonction  meromorplie  f(z) 
d'ordre  fini  p.  Si  p  n 'est  pas  entier,  p  est  egalau  plus  grand  entier 
contenu  dans  p.  Si  p  est  entier  et  sif(z)  appartient  au  type  maxi- 
mum ou  au  type  normal  de  Vordre  p,  p  est  egal  a  p.  Si  o  etant 
entier,  f(z)  appartient  au  type  minimum  de  Vordre  p  et  a  la 
classe  de  convergence,  p  est  egal  a  p  —  i.  Enfin  si  f{  z)  appar- 
tient a  la  classe  de  divergence,  il  y  a  doute  et  Von  doit  examiner 
directement  la  convergence  des  series  ^  j  a*.  ^  et  2  ~7>~jV 


23.  Cas  des  fonctions  d'ordre  infini.  —  On  dit  aussi  que  le  genre 
est  infini. 

On  peut  encore  donner  une  representation  de  la  fonction  a  l'aide 
de  produits  de  facteurs  primaires,  s'annulant  pour  les  zeros  et  pour 
les  poles.  On  sait  que  Ton  peut  trouver,  d'une  infinite  de  facons, 
deux  suites  de  nombres  pt  et  qj  tels  que  les  produits  infinis 


i 


soient  absolument  et  uniformement  convergents.  Par  exemple,  i\ 
suffit  de  prendre  pi  tel  qi 


[ue 

i 
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('taut  le  terme  general  d'une  s£rie  convergente.  Si  nous  consi- 
d6rons  klors  la  fonction 

/(  z)  —  y*, 

c'est  une  fonction  meromorphe  qui  n'a  plus  ni  zeros,  ni  poles;  elle 
esl  donc.de  la  forme  e'^z\  ou  cp  est  une  fonction  entiere  de  z.  On  en 
dcduit  la  representation  suivante  d'une  fonction  meromorphe  d'ordre 
inlini  :  on  pent  £crire,  d \ine  infinite  de  manieres, 


/(*)  =  —  


n 


24.  Problemes  d'unicite.  —  Nous  venons  de  voir  comment  peut 
s'exprimer  une  fonction  meromorphe  dont  on  connait  tous  les  zeros 
et  tous  les  poles.  Placons-nous  dans  le  cas  ou  Ton  se  donne,  pour  plus 
de  deux  valeurs,  la  distribution  des  points  en  lesquels  une  fonction 
prend  chacune  de  ces  valeurs.  Soit  f(z)  une  fonction  meromorphe. 
D^signons  par  E(«)  l'ensemble  des  points  ou /(^)prendla  valeur  a, 
chaque  point  de  E(#)  etant  compte  un  nombre  de  fois  egal  a  l'ordre 
de  multiplicite  de  la  racine  correspondante  de  l'equation 

f(z)  =  a.  . 

En  particulier,  E(oo)  represente  l'ensemble  des  poles  de  f{z). 
L'&tude  pr£c£dente  montre  qu'une  fonction  meromorphe  n'est  pas 
d^terminee  quand  on  connait  les  ensembles  E(o)  et  E(oo),  car  il 
subsiste  un  facteur  exponentiel  arbitraire. 

On  est  ainsi  conduit  a  etudier  des  problemes  d'unicite,  comme 
Pont  fait  MM.  G.  Polya,  R.  Nevanlinna  et  H.  Cartan('). 

Nous  d^montrerons  le  theoreme  suivant  : 


(l)  G.  Polya,  Bestimniung  einer  ganzen  Funktion  endlichen  Geschlechts  durch 
viererlei  Stellen  (  Matliematisk  Tidskrift,  19^1 ) .  —  R.  Nevanlinna,  Einige 
Eindeutigkeitssatze  in  der  Theorie  der  meromorphen  Funktionen  {Acta  mathe- 
matical I.  18,  1926);  Coniptes  rendus  de  VAcad.  des  Sciences  de  Paris,  t.  186, 
p.  x  ,  128).  —  H.  C.vrtan,  Sur  quelques  theor ernes  de  M.  R.  Nevanlinna, 
{Coniptes  rendus  de  I'Arad.  des  Sciences  de  Paris,  t,  185,  p.  1353,  1927). 
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77  existe  au  plus  deux  fonc  I  ions  distinctes  f(z)  et  g{z),  mero- 
morphes dans  tout  le  plan,  pour  lesquelles  les  ensembles  E(a), 
E(6),  E(c)  sont  donnes. 

On  peut,  evidemment,  efFectuer  une  transformation  homogra- 
phique  convenable  afin  que  c  deviennent  o,  i,  oo.  La  demons- 

tration repose  sur  un  theoreme  de  M.  Borel  ('  ),  qui  generalise  l<- 
theoreme  de  M.  Picard  : 

Si  Von  a  une  identite  de  la  forme 

/1(S)+/2(*)+...+/„(s)=-o 

entre  des  fonctions  entieres  sans  zeros,  ou  bien  leurs  rapports 
mutuels  sont  des  constantes,  oubien  ces  fonctions  se partagent  en 
plusieurs  groupes,  la  somme  des  fonctions  de  chaque  groupe  etant 
identiquement  nulle. 

Nous  allons  demontrer  l'impossibilite  de  l'existence  de  trois  fonc- 
tions meromorphes  distinctes  /,  g,  h,  ayant  les  memes  zeros,  les 
memes  poles  et  les  memes  points-unites,  e'est-a-dire  prenant  la 
valeur  un  aux  memes  points.  En  effet,  si  ces  fonctions  existent,  les 
rapports 

/(*)  _  x  /-i  _x  /_  x  /-i  _  x 

sont  des  fonctions  meromorphes  sans  zeros  ni  poles.  En  eliminant 
J\  g,  h,  entre  ces  quatre  equations,  on  obtient  l'identite 

X,  X2  X3  —  Xt  X2  Xv  +  X,  X  .  X t—  X ,  X3  Xv  4-  Xj  Xi  —  X,  X3  =  o. 
Si  Ton  pose 

/i  =  X, X2 X3 ,         /.=  — X,  X2 X, ,      f,  =  x2 x3 x* , 

/*  =  -  x,  x3  x4,    /s  =  x1  x4,         /6  =  -  x2  x3? 

les  fi  sont  des  fonctions  entieres  sans  zeros  satisfaisant  a  Tidentite 

/ 1  +/a        -+-/*  +/o  +/<i  =  o. 


(')  Sur  les  zeros  des  fonctions  entieres  (Acta  mathematical,  t.  20,  p.  357-396, 
1897). 
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Le  theoreme  de  VL  Borel  exige  alors  que  Ton  se  trouve  dans  Pun 
des  cas  suivants  : 

i°  Les  rapports  mutuels  de  ces  six  fonctions  sont  constants; 

2°  Une  fonetion  est  constante,  les  rapports  mutuels  des  cinq  fonc- 
tions restates  etanl  constants; 

3"  Les  fonctions  se  separent  en  deux  groupes  :  un  de  deux  fonc- 
tions  et  un  autre  de  quatre,  les  rapports  mutuels  des  fonctions  d'un 
meme  groupe  etant  constants; 

4°  Les  fonctions  se  separent  en  deux  groupes  de  trois  fonctions 
jouissant  des  proprietes  preeedentes; 

5°  Les  fonctions  se  separent  en  trois  groupes  de  deux  fonctions 
dont  le  rapport  est  constant. 

Dans  le  premier  cas, 

Jt—  X„  x2,      x.    -v.  Ti-^ 

sont  des  constantes.  II  s'ensuit  que  /,  g,  h  sont  des  constantes,  ce 
qui  est  absurde. 

Lanalvse  des  quatre  autres  cas  conduit  a  une  des  conclusions 
suivantes  :  ou  bien  les  trois  fonctions  sont  constantes,  ou  bien  deux 
d'entre  elles  sont  egales,  ou  bien  elles  sont  egales  entre  elles  toutes 
les  trois,  ce  qui  demontre  le  theoreme.  Nous  n'entrons  pas  dans  les 
details  de  Fanalyse  qui  est  facile. 

En  general,  la  connaissance  de  E(a),  E(6)  et  E(c)  determine  une 
seule  fonetion  f{  z).  Le  cas  oiiily  a  deux  fonctions  meromorphes  f(z) 
et  g(z)  comme  solutions  est  exceptionnel.  On  a  donne  la  forme 
de  f{z)  et  de  g(z)  pour  que  cela  ait  lieu.  Gette  forme  est  la  sui- 
vanle  : 

_  cia  —  b)  e?(*)-h  a{b  —  c)  e'^z)-h  b(c  —  cn  e^z) 
J[  Z  '  ~    (a  —  b)e^)-h    {b  —  c)e¥*)-+-    (c  —  a)e^)' 

c(a  —  b  )  e~ ?<z)  —  a(  b  —  c  )  e~ -h  b(c  —  a)  e~ Q(z) 
ft  '  2 (a  —  b.)  c-®(z)h-    (  b  —  c)e~ <W*)-f-   (c  — a)«~6<s)  ' 

ou  E(a),  E(6).  E(c)  sont  les  ensembles  de  points  en  lesquels  on  a, 
respecth  ement, 

e<p(z)  —  e6(z)5 


MONTE  I. 
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II  peul  arriver  que  les  deux  fonctions  /'(:■)  el  :).  qui  ont  en 
commun  les  ensembles  E(a),  E(6),  E(c),  aienl  en  commun  un 
quatrieme  ensemble  E(  ).  Cela  se  pr£sente  lors.que  deux  des  valeurs, 
a  el  b  par  exemple,  soul  lacunaires  el  que 

(a,  6,  c,  d)  =  —  i . 

On  a  alors 

(/,      c,  d)  =  — i. 
Par  exemple,  les  fonctions 

f(z)  =  e*\       g(z)  ==  e~s 

onL  les  memos  ensembles  E(o ),  E(oo),  E(  i  )  el  E(—  i ). 

M.  H.  Cartan  a  demontre,  (rune  maniere  analogue,  le  the" oreme 
plus  general  suivant  : 

//  existeau  plus  deux  fonctions  meromorphes  prenant,  if  Vexte- 
rieur  dun  cercle  donne  de  ray  on  aussi  grand  <j\f  <>n  veut,  trois 
valeurs  a,  6,  c  pour  les  memes  ensembles  E(a),  E(  b  ),  E(  c  ). 

En  general,  la  connaissance  de  E(a),  E(&),  E(c)  determine  f(  z). 
Mais,  inversement,  etant  donnes  hois  ensembles  arbitra ires,  il 
n\existe  j>as  en  general  de  fonction  meromorphe  dans  tout  le 
plan  prenant  respectivement  les  valeurs  a .  b,  c,  aux  points  des 
ensembles  donnes. 

Les  ensembles  E(  a  ).  E(  b  ).  E(  e)  d'une  fonction  meromorphe  dan> 
tout  le  plan  ne  peuvent  done  pas  el  re  pris  arbitrairement. 

Nous  nous  bornerons  aux  enonces  precedents  sans  en  donner  les 
demons  tra  lions. 

On  peut  se  poser  des  problemes  d'unicite  diff^renls,  en  faisant 
intervener,  par  exemple,  les  ensembles  des  zeros  des  derivees  succes- 
sives  de  y'(  ^):E'(o),  E"(o),  etc.  Dans  eel  ordre  d'idees.  M.  Gont- 
charofF^1)  a  demontre  le  tbeoreme  suivant  : 

Considerons  quatre  ensembles  de  points  et  supposons  quHls 


(l)  VV.  Gois'TCHaroff,  Sur  In  determination  des  fonctions  par  les  zeros  de  leurs 
derivees  (Comptes  rendus  de  VAcademie  des  Sciences  de  Paris,  t.  185,  1 927 , 
p.  i'>7")). 
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represer&ent  les  ensembles  des  zeros  et  des poles  d'une  forte t ion  f(-z) 
et  les  ensembles  des  zeros  de  la  premiere  et  de  la  seconde  derwee. 
En  suppasant  f/u'il  existe  une  fon6tion  meromorphe  d'ordre  ftni 
f(-z)  qui  satisfasse  a  ces  conditions,  la  solution  generals  est 
kf(z).  /,  etant  une  constants,  sauf  qttelques  cas  exceptionnels. 
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25.  Limitation  de  la  moyenne  logarithmique.  —  Reprenons  1 

formule  (  3  )  : 


lo 


g/0)  =     f  iog|/(r>i| 


—       '    /M  3   (7/)  — •       1    /'I  3   0/) 

'  / 

==.re*'&3       s  =  p  (p  <r). 


ou 


En  derivant,  on  obtient 


/  -  —  « ,  a  j  \^  r  -  —  b  j  b  j 

-  frpi  r-  —  aiz)     ~  (  z  —  b j  i  (  /•-  —  bj  z) 


Mais  on  a  evidemment 


D'autre  part, 


/-—  (if  a. 


(  z  —  a-i)  (  /•-  —  ciiz) 


r  a, 


/•(  z  —  ai) 

r-—  fijZ 
r(z  —  aA 


X 


/•(  r- —  atai ) 


/-  —  a. 


< 


r{z  — Oi  ) 


car 


* — atat<r*       et       !/•"-—  atz   >/-—   a, p  >  r—  /■?. 


On  a  une  inegalite  analogue  pour  les  poles  bj.  On  peut  done  ecrire 
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en  renforcant  I'inegalile, 
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/If) 
/(*) 


En  tenant  compte  des  proprietes  de  log-  etablies  au  paragraplie  6, 
on  en  deduit 


r-—  atz 

1 

r(z  — a,-) 

-2 

r{z  —  bj) 

log 


/'(*) 

f\  z  I 


<lo- 


\ot 


^jT*|iog|/(o|^] 


r1  —  a,z 

-1 

r(z  —  a,-  ) 

J 

IOC2. 


Dans  le  second  membre,  le  troisieme  log  porte  sur  un  nombre  de 
termes  v(r),  egal  au  nombre  des  zeros  n(^r,  j^j  plus  le  nombre  des 

poles  n(r,  f)  de  la  fonction  f(z)  contenus  dans  le  cercle  Cr  de 

+ 

rajon  r.  Des  lors,  en  appliquant  de  nouveau  les  proprietes  des  log, 
on  obtient 


log 


/'(*) 


/(*) 


<lo- 


-f-Jo«r2-hlo«r  ~ 


bjZ 


( /•  —  p  y- 

-+■  -+-  p'i       ci  •  z  I 

1 01?  v(r)  H-  >  lo<j  —  ^—    -f-  >  lo<? 

—     1  r(-_^/)  — 


r(z  —  bj) 


Cetle  inegalilc  est  verifiee  quel  que  soil  le  point  z,  a  l'interieur  du 
cercle  Cr.  Elle  est  done  \  erifiee  sur  la  circonference  Gp,  de  rayon  p,  et, 
en  prenant  la  valeur  movenne  sur  cette  circonference, 


log  1/1  r)  i  K9 


j  +  logv 


/  -  —  bjZ 
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Cello  inegalite  donne  une  limitation  de  m^o,  ^)  dans  toul  le 

cercle  C,-.  Mais  on  peul  la  met  ire  sons  une  autre  forme  «"«  I'aide  de  la 
fonction  caracte'ristique  T('r).  En  effet, 

71 


i  f  |iog!/(t)l  |> 

1  r''71  + 

=  —  /     logl  f\  r  i  r/o 

2  ft  °  • 


/0 


Supposons  /'( o  )  ==  c0,  oii  c„  est  une  constante  finie  et  diffe'rente  de 
zero.  On  a  par  definition  : 

T(r,  /)  =  m(r,f)  -vN(r,/) 


on 


Done 


/ 

/"</-,/)<T( /•,/),        m<(r,  j) 
Enfin,  la  formule  (8)  du  paragraphe  7  donne 

T(r5/)  =  T(r,jj+log|c0|. 

-i-        "  I  log  |/(  C)|  Ue<2T(r)H-  lag  -r-?- 


Alors 


el 


(a)  lo 


i  • /" 


logf/(0  !  \d% 


1  + 

^2l0g2  +  Iyg  r(/-)-+-iog 


lo: 


Co 


■t" 

Cherchons  maintenanl  une  limite  superieure  de  logv(r).  Pour 
cela,  .considerons  un  cercle  de  rayon  r'^>  r.  Nous  delerminerons  r' 
par  la  suite.  On  a 

N(>-<,  /)  +  N  (,',  I)  =2  log^p  -t-  V  log  ^ 


I  &/  I  <  r' 


Si  Ton  envisage  seulement  les  y(.r)  ze'ros  ou  poles  de  /(  - )  tels 
que  |  a  -,  <  r  et  |  6y|  <  r,  on  a  evidemment 


N(rV/)  +  N(  /■',  ^  )"£v(r)iog-  >v(r)— — 
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La  derniere  in^galite  est  une  consequence  immediate  de  l'appli- 
cation  (lu  th^oreme  des  accroissements  finis  a  la  fonction  log/\ 
D'autre  pari. 

N  (#■',/)  +  m(  /•',/)  =  T (r'ifl       N (,■',/)  <  T  (/■',/), 
+ 

car  ///.  valeur  moyerine  de  log,  est  positive.  Alors 

N  ( /)  +  N  (  /■',  I  )  <  T  ( ,\  / )  +  T  (V,  jJ^2T(/')  +  log  j~j  * 


'ensuil  ane  Ion  a 


i  finalement 


('•)< 


T(V)4-lo<g 


(  6  i     tag  v(r)  <  logr'-f- log -7- 


log2  Hr-  l(>gT(/'')-f-  log  log 


I  Co  I 


Or 


nous  reste  a  considerer  les  derniers  termes  de  l'inegalite  (16). 


log 


I  n*  —  «; 


est  la  fonction  de  Green  relative  an  cercle  Cr  et  an  pole  a.  Elle  est 
done  toujours  positive  on  nulle.  Si  a  est  exterieur  au  cercle  Cp, 
<  :'est-a-dire  dans  la  conronne  comprise  entre  Cp  et  Cr,  la  fonction  de 
( 1  reen  est  uarmonique  et  reguliere  dans  Cp  et  sa  valeur  moyenne  sur  Cp 

est  sa  valeur  au  centre,  soil  log-£j«  Mais, si  a  est  a  Finterieur  de  Cp, 

nous  remarquons  que  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  de  Green  est 
la  ineiiic  que  celle  de 


log 


P!  a) 


(  in  le  second  terme  est  evidemment  nul  sur  Cp.  Or,  cette  fonction 
est  harmonique  el  reguliere  dans  Cp,  car  le  pole  a  disparait  dans  la 
difference.  II  s'ensuit  que  sa  valeur  moyenne  sur  Cp  est  sa  valeur  au 
centre,  soil 
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Geci  montre  que 

v.l  r\t%  r;-"iZ\<h -yi  r2Vgl  \* 

jLi-iizJ  r(z—  at)\    '      iJ2zJ(i        ^\l.{z  —  bj 

<  /' 

=  N(r,/)  +  N  (r,  ^)  -  [n(p./)  +  IN  {?,         =  0l(r)-0t(p), 
ou  Ton  a  pose 

5t(r)  =  N(r,/)  +  N^r,l). 

Mais  nous  savons  que  N(r,  y")  et  N^r,^  sont  des  fonctions  repre- 
sentees par  des  contours  polygonaux  de  pentes  entieres  croissantes 
par  rapport  a  logr  (n°  10),  c'est-a-dire  des  fonctions  convexes  de  log/-. 
Par  consequent,  Dl(r)  est  une  fonction  convexe  de  logr  et  Ton  a 

dl{r)  —  9l(p)     0l(r')  —  0l(p) 
'logr — Jogp    =     logr' — ioijp 

Comme,  en  vertu  du  theoreine  des  accroissements  finis, 

r  —  p 


!(><:/•  —  logp  < 
logr' —  log p  > 


p 

/■' —  p 


on  obtient  a  fortiori 


r  —  p  p 


Le  second  membre  de  cette  inegalite  donne  une  limitation  de  la 
sorame  des  derniers  termes  de  (16).  Jusqu'a  present,  nous  nous 
sommes  bornes  a  supposer  r'>r,  sans  preciser.  Pour  simplifier  les 
resultats,  fixons-nous  maintenant  r'^>  p  et  determinons  r  par  Fegalite 


r  —  or 


r'—p  p       T(r')  +  2 

II  est  clair  que  r,  determine  par  cette  equation  du  premier  degre, 
est  compris  entre  p  et  r',  car  d'une  part  r  —  p  est  positif  comme  r'  —  p 

et  le  rapport  p — -  est  inferieur  a  l'unite.  Avec  ces  valeurs  de  p,  r  et  r\ 
on  a 

2  T(r')  -+■  log-— 
;-     '    M(/-)  +  2  -        r(r')  +  2 
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et.  a  fortiori. 
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(c)      DZ(r)-dl(?)=  f 


I  Off 


r(z  —  at) 
r(z-bf) 


ch 


rf8<2  +  ]0! 


Le  fait  d'avoir  determine  r  en  fonction  de  r'  nous  conduit  a  eher- 
cher  dans  (b),  une  limile  superieure  de  log  —  en  fonction  de  r' . 
On  a 


car 


-,  <  i  et 


T(r')  +  2  <  2 


Done 


102   <loi 


r  —  p 


k>2  2 


Enfin,  considerons  le  premier  terme  du  deuxieme  membre  de  ( 1 6). 
D'apres  la  definition  de  r,  on  a 

i     =[T(/Q  +  2]r^ 
r—  p         (/•'—  p)p 

-+-  I  +1  +'    I.  -  -H 

log   <  loo-  —.  h  loy  h  I02;  r'-h  2  Io°;2  -h  loir  TC  /•') 

'  /■  —  o  -    °  r  —  o  °p 


el 


lO! 


( r  —  ?  )'2 


log  2  <  log 


log  2  r  -+-  log 2 


<  2  loj 


-h  logr'-^-  2  log2. 


(e)  log 


(r-pV 


los:: 


<  3  losr'-t-  2  lo! 


+  i  + 

+  2  log  -  —  2  log  T(/"')  +  6  log 2 


En  ajoutant  membre  a  membre  les  inegalites  (a),  (6),  (c)  et  (e), 
et  en  tenant  compte  de  (d),  on  obtient  une  nouvelle  inegalite  dont  le 
premier  membre  est  precisement  egal  au  second  membre  de(i6).  On 
est  done  conduit  a  une  inegalite  nouvelle,  qui  renforce  (16)  et  qui 
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|)ciii  s'^crire 


(?)  J^j  =  1  1  [°g  2  +  2  +  4 


-p        I  I  -+-  -+--+-       [  ■+"  I 

3  log  —  h  2  Logr  H-  4  logT(/*')-H  2  log  log  - — :  log 


Co  I  I  c0  | 

En  remplacant  log2  par  lc  terme  plus  grand  2;  log  log  1  par 

le  terme  plus  grand  log- — ->  et  en  ecrivant  finale m en t  /•  a  la  place 
(le  r',  on  obtient  la  formulc 

(17)  m  ^.p,  =0  <  24     4  logr 

-+-      j            ■+-  1         •+•     i  + 
-+-  i  \oz  h  2  log  -  -+-  i  lo<j   -+-  4  loj;  T(  /• ). 

r  —  p  '  p  I  c0  I 

Gette  formule  nous  donne  la  limitation  superieure  cherchee  de  la 


mojenne  de  log 


/'(*) 


/(*) 


»  sur  la  circonference  Gp. 


26.  Second  theoreme  fondamental.  —  Soient  f(  z)  une  fonction 
meromorphc  el 

un  certain  nombre  de  valeurs  finies  dilFerentes.  La  connaissance  de 
la  distribution  des  zeros  des  equations 

/<>)-— «i  =  o 

permet  de  donner  une  limitation  superieure  de  la  croissance  de  la 
fonction  caracteristique  T(r),  done  do  Fordre  de  f{z).  Le  second 
theoreme  fondamental  de  M.  R.  Nevanlinna  precise  la  limite  supe- 
rieure de  T(r)  a  l'aide  des  expressions  N(r,  at).  Pour  etablir  ce  theo- 
reme considerons  les  fonctions 

F(*)  =  ["/(*)-*»]  [/(s)-«2]  


/(^)  — a,       f(z)  —  a,    '  /(S)_a7 

L'evaluation  des  limites  superieure  et  inferieure  de  la  movenne 
logarithmique  de  O(^),  permettra  de  deduire,  par  comparaison,  la 
relation  cherchee  entre  T(r)  et  les  N(r,  a,  ). 
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On  a  6videinment 

~  }     f{z)  f'(z)  ¥{z) 
m(r3  $)  <     (r,  1^  +•  m  (r,  ^  +  m(^r,  • 

Si  nous  supposons  que  y(^)  admet,  au  voisinage  de  l'origine,  le 
d&veloppement 

on  deduira  du  premier  theoreme  fondamenlal  de  M.  Nevanlinna  : 
;  m(,,^  =  „!(,,/)+N(,-;/)-N(,-^)  +  l?g^;  . 


c0 
hen 


On  peut  transformer  cette  derniere  egalite,  en  remarquant  que, 
d'apres  la  definition  de  N(r,  y'),  on  peut  ecrire 

N(r3  mp)  =  N(/'5  M)  +  N(r,  p)— Vlo-— ^— , 

uii  les  Ck  designent  les  points  interieurs  au  cercle  C,-,  qui  sont  en 
meme  temps  zeros  pour  Tune  des  fonctions  u,  v  et  poles  pour  l'autre. 
De  la  meme  maniere, 


4^)  =  N(^)-N(^)-21-Til 

de  sorte  que 

N(r,  us,)-K(r,±\  =  N(r,  M)  +  N(r,  p)-N(V,  ^-N^r,  ^ 
et.  par  consequent. 

N("'7)-N("'7)=N("'7)  +  N("'/')-N("'/)-N("^')- 

On  en  deduit,  en  remplacant  dans  Texpression  de  m(^i\y}j 
N  —  \  ^  /•.       par  sa  valeur, 
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En  portant  les  valeurs  de  m(r,jj  et  de  myr,^^  flans  le  second 
membre  de  l'inegalite  ;i  laquelle  satisfait  m{v,  <I>),  on  trouve 

( i  H )  m  ( /•.  (I> )  <  in  (  r.  f )  -h  in  ^/-,  y^j  ~-  m(^r,  ^ 

Mais,  d'autre  part, 


2'  designant  la  somme  pour  A  =  i ,  2,  .  .  . ,  i  —  1 ,  c  — |—  1 ,  ....(/.  Desi- 
gnons  par  0  un  nombre  plus  petit  que  1  et  que  toutes  les  distances  a,  a* 
et  considerons  l'erisemble  des  points  pour  lesquels 


Pour  ces  points,  on  a 


|/(-)-a,.|^K—  a,|_|/_a,|>8-  i-  >  i?, 
car  ry  >>  2,  par  hypo  these.  Par  suite, 

U  f(  z)  —  OLk    ^  q  iq  35  r 


log  I  •(*:)  I  >  lo?  \f(z)  —  g/  1  ~~  lo?3' 

Si  Ton  designe  par  07  l'ensemble  des  points  de  la  circonference  C,. 
pour  lesquels 

on  a,  en  ces  points, 

done  les  ensembles  a, ,  a2  aq  n'ont  pas  de  points  communs  et 

Ton  peut  ecrire 
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Mais 

y  —  f  log3  </0  <  tog3, 

L  f   i„+g  '  

</0, 


JL   f     i^cr     :  1   c/Q   f  IcT-— — 


)  —  a,- 


ou  a',  d^signe  l'ensemble  des  points  dc  la  circonference  qui  est  coin- 
plementaire  de  07,  c'esl-a-dire  l'ensemble  des  points  de  la  circonfe- 
rence differents  des  points  de  07.  Sur  a't  on  a 

\k*y-M  \  >~. 

!/(*)  —  **  I  o 

Done 

et,  en  portant  dans  ( hj)  ces  limites,  on  obtient  finalement 

i  =  q 

i  20  1  m  (>,  <i>)  >^  m  (/•,  a,)  —  log 3  —  ^  log  — -  • 

i=  1 

En  comparant  les  inegalites  (18)  et  (20),  comme  nous  l'avons  dit 
au  debut  de  cc  paragraphe,  on  trouve 

'-h  h  '  q 

-h  Ni  /•.  /'  )  -  N  (V,  I  )      log  rl—  +  ry  log  2/  • 


/  /  I 


Nous  avons  suppose  jusqu'ici  que  les  a,  etaient  (inis.  Pour  le  cas 
des  poles,  e'est-a-dire  si  un  des  a,  devient  infini,  il  suffit  de  consi- 
derer  I'inegalite  pr6c£dente  relative  aux  7  —  1  autres  valeurs  finies 
des  «,  el  d'ajouter  l^galite* 


///  ( /•.  x )  =  m  ( /-.  f ). 
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On  esl  ainsi  conduil  dans  ions  les  cas,  a  I'in^galit^ 


(21)  2  mi  /•,  a,-)  <  2m(r,  f)  -+-  //>  ^r.  y  j  h-  m^/-,  —  ^ 


N(r,/')-N(r,i.,Wloj 


'   ^  Jo." 


/icA  I      *    0  8 

Or,  le  premier  th^oreme  de  M.  Nevanlin'na  (8)  donne 

T (/■,/  )  =  T(r,  *i)  bt(r), 

done. 

mi  r,  a,  )  =  T(  r,'/);— Nfr,  a/)  — 

ou  6/(r)  est  une  fonction  bornee.  En  remplagant  les  /n(t\  «,-)  par 
ces  valeurs  dans  (21).  on  esl  conduit  a  l'inegalite  fondamentale 

v 

(22)  (9-2)T(r)/)<^N(r,a<)-N1(r)  +  S(r)) 

i=  1 

on 

N,  (r)  =  2  N(r,  /)  —  N(  r,  /  )  -h  N  (r,  ; 
S(r)  =  mjr,  £)h-  »(r,  ■  )  H-  +  ?  log^  ^ 

i  —  i 

Si  la  croissance  de  S(r)  est  negligeable  par  rapport  a  celle  de  T(r), 
l'inegalite  (22)  donne  une  limitation  superieure  de  Fordre  de  crois- 
sance de  T(  /',/)  quand  on  connait  les  ordres  de  croissance  de  N(/\  */ ). 
c'est-a-dire  la  distribution  des  zeros  des  equations 

—        0      (e  =  i,  2,  3,  q\q^$). 

Nous  sommes  done  ramenes  a  etudier  la  croissance  de  S(r). 

En  vertu  de  la  limitation  de  la  moyenne  logarithmique  donnee 
au  paragraphe  25  par  la  formule  (17).  on  a,  en  changeant  p  et  /\ 
respectivement,  en  /'  et  R. 

m  [r,  ij  ^  -+-  m  (r,  ^  <  48  -+-  8  log  R  +  6  log  R  - 

-+-    1  -H         1  J 

•+-  4  log — 1-  3  log   -+-  3  log 


Co  I  0  |F(o)| 

4  loHgT(R,/)-h4logT(R3  F). 
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F(-s)  est  an  produit  et,  en  vertu  des  propriety  <l<'  T(r)  etablies 
an  paragraphe  10,  on  a 

T(R,  n<^T(R./-*/). 

z 

D'autre  part,  d'apres  la  definition  de  T(R,/ — «/),  on  a 
T(  R,/  —  &  j)^T(R,/)  -h  loga^-f-  log 2, 

alors. 

T ( R .  F )  <  y  T  ( R .  /)  -h^  log  xt  4-  7  log  2 

et 

log  T(R,  F )  <;  log  T(R,  /) "-+■  log q 

-+-  >  log  Ioga£-+-  logy  -+-  log  log 2  -+-  log(  ^  +  2). 

En  remplacant  m  (r?  H-77^'1?  et  logT(R,  F  )  par  les  limites 
precedentes  dans  F expression  de  S(r),  on  obtient 

S(r)  <  K  -h  <S  IrTgR  4-  8  log  T.(R,/)  -f-  6  log  ^r^f 
ou  K  est  une  cojistante  supevieure  011  egale  a 

1  CI  -+-      .  1  -+- 

48  -4-  \  log(  7-42)^-8  logy  -+-  q  log       -+-  3  log   -+-  3  log 


8  0  I  c0  I  0  |F(o)| 

+  log  H- V  fc(r)  -4-  4  log  7,  +  4  2  log  log  a,. 

Pour  fixer  les  idees,  supposons  r  >  1  et  prenons  Rr=2  7\  Alor 
log  —          =  log-  ■  0, 

et  supposons  d'abord  que f(z)  soit  d'ordre  fini  p,  on  aura 

-y—  logT(2r,/) 

Inn  — —  —  ==  0. 

r—  x         102  2  r  ' 


I  )onc,  pour  /•  assez  grand , 

S(/')  <  K  H-  8  Iog2A"  ■+■  8(  p  -+-  6)  log2/* 
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et,  finalement, 

S(r)<  C  logr, 

on  C  designe  urie  constante. 

Cette  analyse  montre  S(r),  qui  intervient  dans  I'inegalite  (22), 
croit  moins  vite  que  C logr  siy(-s)  est  d'ordre  fini.  Si  y'(  s)  estd'ordre 
infini,  on  demontre  que  S(r)<C[logr  -f-  logT(r)],  sauf  peut-etre 
pour  cerlaines  valeurs  de  /'  que  l'on  peut  enfermer  dans  des  intervalle> 
de  longueur  totaleflnie.  Or.  nousavonsvu  au\  paragraphes 9 et  10 que 
T(r,f)  croit  plus  vite  que  log/*,  a  l'exception  du  cas  des  fractions 
rationnelles.  Done,  a  part  ce  cas,  la  croissance  de  S(r)  est  ttegli- 
geable  par  rapport  a  la  croissance  de  T(r),  et  la  formule  (22) 
donne  une  limitation  de  la  croissance  de  T(r)  quand  on  connaJi 
la  croissance  des  N(r,  a,-).  C'est  precisement  cette  relation  qui  etaii 
l'objet  des  recherches  exposees  dans  ce  paragraphe.  On  peut  les 
resumer  de  la  facon  suivante  : 

Thf.oreme.  —  Soientfi  z)  une  fonction  meromorphe  et  q  valeurs 
differentes  <y.t  avec  </>3.  Si  Von  connatt  la  distribution  des  zeros  des 
modules  des  equations  f(  z )  =  a,,  cest-a-dire  les  nombres  N(r.  a,), 
la  croissance  de  la  fonction  caracteristvque  est  limitee  par  Vine 
galite 

<i 

(?-?.)T(,-:/).  ,^N«>.  ^)-N,(r)  +  S(r), 

i  -- 1 

ou  la  croissance  de  S(r)  est  negligeable par  rapport  a  celle  de  T(r). 
On  peut  encore  dire  :  La  limite  inferieure 

Jim  '-^^  -.  

est  super  ic  ure  ou  eg  ale  a  q  —  2. 

Ce  theoreme  a  ete  demontre  par  M.  K.  Nevanlinna  pour  q  =  3. 
L'extension  au  cas  general  est  due  a  M.  Littlewood  et  a  M.  Col- 
li ngwood. 

Voici  la  demonstration  de  Tinegalite 

S(r)  <  C[log/--4-  logTi  r)] 
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verifiee  pour  toute  valcur  de  /•  a  Fexception  peut-etrc  de  valeurs  particulieres 
que  Ton  peut  enfermer  dans  des  intervalles  de  longueur  totale  finie. 

Nous  nous  appuierons  sur  Je  theorenie  suivant  de  M.  Borel  qui  s1applique 
a  toute  fonction  continue  croissante,  positive,  T(r),  qui  croit  indefiniment 
avec  /•  : 

La  fonction  T(r)  verifie  l'inegalite 


k  designant  une  constante  superieure  a  I'unite  sauf  peut-etre  pour  certaines 
valeurs  de  r  contenues  dans  des  intervalles  de  longueur  totale  finie. 

En  efi'et,  si  l'inegalite  est  toujours  verifiee  a  partir  d'une  certaine  valeur 
de  /•,  le  theoreme  est  demontre;  sinon,  il  existe  des  valeurs  irregulieres  aussi 
grandes  qu'on  le  veut  pour  lesquelles  l'inegalite  n'est  pas  verifiee.  Posons 
alors 

r'  =/•'-+-  kr,       kr  ==  - — ^—  • 
logT(r) 

Soit  r0  une  valeur  assez  grande  pour  que  T(/*0)>  i  et 

T(r'o)^[T(>0)]*; 
r{  la  premiere  valeur  non  inferieure  a  r'Q  pour  laquelle 

T(/'',)^[T(r1)?, 
etc.;  rn  la  premiere  valeur  non  inferieure  a  r'n_x  pour  laquelle 

T(^)^[T(rre)p, 
etc.  La  suite  rn  augmente  indefiniment  a  cause  de  l'inegalite 

T(r„)^[T(r0)*" 

qui  se  deduit  aussitot  des  precedentes;  et  le  second  membre  augmente  inde- 
finiment avec  n  puisquc  T(r0)  >  I. 

Lcs  valeurs  irregulieres  sont  contenues  dans  les  intervalles  Ar,  or 

\  1         J.  J_  \ 

a~  log-T(/»)  ^  A«'logT(r0)' 

done  la  serie  lrn  est  convergente  et  la  longueur  totale  des  intervalles  est 
finie. 

Appliquons  ce  resultat  a  la  fonction  caracteristique  T(r)  :  prenons 


R  =  /•-+- 


losrT(rV 
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/•  designani  une  valeur  reguliere  telle  que  T(r)  >i;  on  a 

loglogT(r)<logT(r, 


°  R  —  /• 
et,  par  suite, 

S<>)  <K  +  8  logR  ±  8/-  logT(r)  -f-  OlogT(r), 

ou 

S(r)<  K  -h  8log(r  -h  i)  +  (8  k  -h  6)  tegT(r), 

c'est-a-dire 

S(r)<G[iogr-i-logT(r)l, 
inegalite  valable  pour  toutes  les  valeurs  regulieres  assez  grandes  de  /•. 

27.  Demonstration  du  theoreme  de  M.  Picard.  —  Appliquons  le 
theoreme  de  M.  Nevanlinna  an  cas  de  trois  valeurs  a,-.  On  a 

T(r)<N(r,  a1)  +  N(r,  a2)  +  N(r,  «3)-hS(r), 

ou  S(r)  est  de  l'ordre  de  logr  ou  de  logr  -h  logT(r),  suivant  que 

est  une  fonction  meromorphe  d'ordre  fini  ou  infini.  On  a  supprime 

N,  (r),  qui  est  toujours  positif,  ce  qui  a  i 'enforce*  l'inegalite. 

Supposons  que  ot  , ,  a2>  a3  soient  des  valeurs  telles  que  les  Equations 

n'aient  chacune  qu'un  nombre  fini1  de  racines  dans  le  plan.  Alors 
JN(r,  a,),  N(r,  a2 )  et  N(r,  a3)  sont  de  l'ordre  de  logr,  et  1'on  est 
reduit  a 

T(r)<S(r)-f-Hiogr, 

H  designant  une  constante. 

Alors,  si  f(z)  est  une  fonction  d'ordre  fini,  on  a 

Km  ^  <  C. 
  logr 

Si  /(^)est  d'ordre  infini,  on  a,  pour  les  valeurs  regulieres  de  r, 
T(r)  <  C[logr  -h  log  T(r)]  +  H  logr. 

Comme  T(r)  est  une  fonction  croissante,  on  peut  prendre  r  assez 
grand  pour  avoir 

ClogT(r)<  l~T(r). 

Mais  alors,  on  a 

lim  li^  <2(G  +  H). 
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Dc  toutes  f  aeons,  nos  hypotheses  entrainent  la  conclusion  que  T(r) 
ne  peut  croitre  plus  vile  que  logr.  Or,  nous  avons  demontre  au 

paragraphe  12  que  lim         n'est  Gni  que  pour  les  fractions  ration- 

nelles  :  f(z)  est  done  dans  ce  cas  une  fraction  rationnelle.  Ge  re^sultat 
constitue  precisement  le  theoreme  de  M.  Picard  : 

Theoreme.  —  Si  une  fonction  meromorphe  f (z)  ne  prend  qu^un 
nombre  jini  de  fois  chacune  de  trois  valeurs,  cette  fonction  se 
reduit  a  une  fraction  rationnelle. 

Appelons  valeurs  exceptionnelles  au  sens  de  M.  Picard  ou  valeurs 
lacunaires,  les  valeurs  que  f(z)  ne  prend  qu'un  nombre  fini  de  fois. 
Le  theoreme  precedent  peut  s'enoncer  aussi  de  la  maniere  suivante  : 

Toute  fonction  meromorphe  non  rationnelle  prend  une  infinite 
de  fois  toute  valeur,  sauf  peut-etre  deux  valeurs  exceptionnelles 
au  plus. 

Cette  demonstration  du  theoreme  de  M.  Picard  appartient  au 
groupe  de  celles  qui  ne  font  pas  intervenir  la  fonction  modulaire  et 
dont  la  premiere  a  et£  donn^e  par  M.  Borel  en  1896.  II  faut  tou- 
tefois  remarquer  que,  si  la  fonction  modulaire  peut  etre  elimin^e  de 
la  demonstration,  elle  est  cependant  etroitement  li^e  a  la  propri^te 
elle-meme  et  que,  dans  les  extensions  recentes  qui  ont  &1&  donn^es 
de  cette  proposition,  ce  sont  des  valeurs  de  la  fonction  modulaire  qui 
ont  fourni  les  limites  exactes  intervenant  dans  ces  extensions. 

28.  Generalisation  de  M.  Borel.  —  Le  second  theoreme  de  M.  R. 
Nevanlinna  permet  de  donner,  de  la  generalisation  de  M.  Borel,  une 
demonstration  analogue  a  la  precedente. 

Theor eme.  —  Etant  donnee  une  fonction  meromorphe  f(z) 
d'ordre  fini  0,  il  existe  au  plus  deux  valeurs  a,  (3  telles  que. 
a,  et  bj  designant  respectivement  les  racines  des  equations 

les  serws 


convergent  pour  des  valeurs  de  a  inferieures  a  p. 
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Ces  valeurs  a  et  (3  s'appellent  exceptionnelles  au  sens  de  M.  Borel, 
On  a,  en  efFet,  dans  le  cas  contrairc,  trois  valeurs  c/..  (3,  y  telles 
que  les  series  relatives  aux  zeros  a,-,  bj,  ck  de  f  —  2,  f —  (3,  f —  y, 


convergent  pour  A<p.  H  en  resulte  que  les  integrates  telles  que 


sont  convergentes  et  que,  par  consequent, 

Inn  — -H — ■  =  o. 

r=<» 

Or,  l'inegalite 

T(r)  <  NO,  a)  -+-  N(r,  (3)  4-  N(r,  y)  -+-  S(r) 

donne 

N(r,  a)  _^  N(r.  3)      N(/%  y)  S(r) 
T(r)     '      T(r)  T'(r)        T<      ^  ' 

II  existe  une  infinite  de  valeurs  de  r  pour  lesquelles 

T(r)>r\ 

puisque  X  est  inferieur  a  p.  Pour  ces  valeurs.  on  a 

N(r,  «)  _  N(/-,  a)  /-a 
T(r)    ~      A  'T(r)' 

dans  le  second  membre,  le  premier  facteur  tend  vers  zero  et  le 
second  est  inferieur  a  un,  la  limite  est  done  nulle.  On  peut  done 
ecrire 

ou 

iim  lto<_ 

—  S(r}  =  ' 


Done, 

lim  T(r)<-  limS(y-)  <r 
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C  designant  une  constante,  et  la  conclusion  est  la  meme  que  prece- 
demment. 

On  pent  montrer  que  toute  fonclion  meroinorphe  f(z)  d'ordre 
(ini  p  qui  admet  deux  valeurs  exceptionnelles,  an  sens  de  M.  Picard 
ou  au  sous  de  M.  Borel,  est  necessairement  d'ordre  entier. 


29.  Valeurs  exceptionnelles  de  M.  R.  Nevanlinna.  —  Les  deux 
th^oremes  fondanientaux  de  M.  Nevanlinna  permettent  d'analjser 
d'une  maniere  tres  profonde  la  distribution  dans  le  plan  des  zeros  des 
<l iHrroutes  Equations 

/(*)— "a  =  o. 

D'apres  le  premier  theoreme  fondamental,  on  a 

m(r,  a)  V  N(r,  a)  =  T(r>H-  b(?*), 

oil  b(r)  est  une  fonction  bori^ee  de  r.  Done, 

/n  ( /',  a)       N  ( f\  a)  b(  r) 

Prenons  une  suite  infinie  r,,  r2.  ...  de  valeurs  de  r  augmentant 
indefiniment  et  telle  que 

m(r,  a) 

ait  pour  limite  A.  II  s'ensuit  que,  pour  ces  valeurs, 

,■  a)  ' 

Inn  —          =  1  —  X 

T(r) 

et,  en  particulier, 


Si  l'on  pose 


m(r,  a)  — —  N(r,  a) 
hm      \        =1—  lim    _  / 
—    T(/-)  ,.=  ae  T(/-) 


»/   \       i-     m(r,  a.)  — — NO,  a) 


o(a)  ?.v£  compris  entre  o  e£  i.  Lorsque  ot  est  une  valeur  exception- 
neUe  au  sens  de  M.  Picard,  ona5(«)=i. 
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Le  second  theoreme  fundamental  doiine 


V 

(q  —  2)T(/-)  <2  Nf>  -  S*  r)- 

i  =  \ 

Prenons  une  suite  infinie  de  valeurs  de  r  augmentnni  indefiniment 
el  choisies  de  maniere  a  avoir 

S(r)<qiojf/-~logT(/-)], 

ee  qui  est  toujours  possible,  l'inegalile  precedente  donne,  pour  chaque 
Limite  de        a^  ainsi  obtenue, 

or 

N(/-  a,)  .  — -  N(r,  a,)  fc/ 

ce  qui  montre  que  les  v^rifient,  quel  (pie  soit  le  nombre  q,  la 

relation 

n 

Etanl  donnee  une  foiiction  meromorphe  /(^),  on  peut  attaclier 
a  chaque  valeur  a  un  nombre  3(a),  qu'on  appelle  deficience  ou 
defaut  de  la  valeur  a  relativement  a /(  z).  La  deficience  mesure  en 
quelque  sorte  1'afFaiblissenient  de  la  density  des  zeros  de  f(z) —  a 
dans  le  plan.  On  appelle  valeur  deficiente  ou  ejcceptionnelle  au 
sens  de  M .  Nevanlinna  toute  valeur  a  dont  la  deficience  est  diffe- 
rente  de  zero.  L'ensemble  des  valeurs  deficientes  d'une  fonction 
meromorphe  f{z)  est  denombrable.  En  effet,  quel  que  soit  rentier  n. 
il  ne  saurait  y  avoir  plus  de  n  valeurs  dont  la  deficience  soit  supe- 

rieure  a  -»  car  la  somme  des  n  deficiences  est  au  plus  egale  a  2. 

D'apres  cette  definition,  une  valeur  ordinaire  ou  non  deficiente 
est  telle  que  5(a)  =  o. 

Un  grand  nombre  de  problemes  se  posent,  dont  beaucoup  ne  sont 
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pas  encore  rcsolus,  relativement  a  ces  notions  de  defaut  et  de  valeurs 
deficientes.  En  voici  quelques-uns  proposes  par  M.  Nevanlinna. 

PeiU-on  conslruire  une  fonction  meromorphe  admettant  des  valeurs 
donnecs  a, ,  aL>,  ....  aq  avec  des  defauts  donnes?  On  connait  certaines 
solutions  de  ce  probleme,  mais  on  n'en  possede  pas  la  solution  gene- 
rale.  A  litre  d'exemple,  indiquons  que  la  fonction  entiere 


admel  q-hi  valeurs  deficientes  :  l'infmi  et  (j  valeurs  finies,  at-,  avec 
les  defauts 

5(00)  =  1.         =  -  • 

Ces  q  +  1  valeurs  sont  des  valeurs  asjmptotiques  de  f(z),  c'est- 
a-dire  des  valeurs  limites  de  y(G)lorsque  3  s  eloigne  ind^finiment 
Mir  des  chemins  determines. 

Toute  valeur  deficiente  de  f(z)  est-elle  aussi  une  valeur  asympto- 
tique?Pour  toutes  les  fonctions  connues  jusqu'a  present,  il  en  est 
ainsi.  mais  on  n'a  pas  demontre  ce  fait.  D'ailleurs,  la  reciproque  est 
evidemment  fausse,  puisqu'on  connait  des  fonctions  dont  l'ensemble 
<Ies  valeurs  asjmptotiques  a  la  puissance  du  continu. 

D'autre  part,  on  sait  que  le  nombre  des  valeurs  asymptotiques 
d'une  fonction  entiere  d'ordre  fini  p  ne  peut  depasser  2p  +  1  hyp°- 
ihese  de  M.  A.  Denjoy  demontree  par  M.  Ahlfors.  Ce  theoreme 
n'est  exact  pour  une  fonction  meromorphe  que  si  cette  fonction 
admet  une  valeur  exceptionnelle  au  sens  de  M.  Picard.  On  peut  done 
se  demander  si  l'existence  d'une  valeur  deficiente,  de  defaut  donne. 
ue  permettrait  pas  de  limiter  le  nombre  des  valeurs.  asymptotiques  en 
fonction  de  Ford  re. 

30.  Applications.  —  Dans  les  numeros  precedents,  nous  avons 
employe  l'incgalite  (22)  du  second  theoreme  de  M.  Nevanlinna  sans 
lenir  compte  du  terme  —  N,  (r).  Nous  n  avons  fait  que  renforcer 
I'inegalite.  Paisons  maintcnant  intervenir  ce  lerme.  On  a  pose 

N  ,(/■)  =  2  N  ( r,  f)  —  N  ( r.  f)  h-.N  (  r,  ~  )  • 
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En  designanl  par  b'j  les  poles  de/'(  z),  on  a 

Or,  il  est  Evident  que  les  b'j  no  sont  antics  que  Les  avec  un  ordre 
de  multiplicity  augmente  de  i.  Done,  la  difference 

2N(/-,/)-N(r,  /') 

estpositi\c  on  nulle  et  contient  les  memes  termes  que  N(r,/)  avec 
un  ordre.de  multiplicity  diminue  de  i.  Los  poles  simples  n'vfigurent 
done  pas.  De  la  meme  maniere,  les  z£ros  d'ordre  de  multiplicity 
de  f(  z )  —  «,om  dosigne  une  constante,  soul  des  zeros  de  f'(z)  avec 

l'ordre  de  multiplicity  X  —  i.  Done  IN  ij'ij^j  contient  tons  les  termes 
de  tous  les  N^r,^,  1       avec  un  ordre  de  multiplicity  diminue  de  i. 

e'est-a-dire  toutes  les  racines  multiples  des  equations  f(z)  =  y.. 
Alors,  si  l'on  designe  par  N,(/\  a,)  la  somme  des  memes  termes  que 
N'(  /',  a,-)  comptys  chacun  avec  un  ordre  de  multiplicity  diminue  de  i, 
on  a  ('  videmment 

<i 

Ni(r)>^Ni(''3  «/)• 

Posons 

N(r,  «I-)  =  N(r3  7.^-N,(r.  *,)  =  V. ]og 

* 

la  somme  etant  etendue  aux  racines  a*  de  /( )  —  a,  =  o,  ou  a*  <<  r 
et  comptees  chacune  une  seule  fois,  quel  que  soit  son  ordre  de 
multiplicity. 

Avec  ces  notations,  l'inegalilo  (22)  peut  s'ecrire 

(23)  (^_2)T(r)<2^77:^-+-  Sl  ' 

i—  I 

Tous  les  iheoremes  (§  26,  27,  28,  29),  deinontres  a  partir  de 
l'inegalite  (22),  peuvent  done  etre  repris  a  partir  de  l'inegalite  (23  ). 
Les  demonstrations  sont  lout  a  fait  semblables. 
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C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  pent  etablir  la  proposition  : 

Eta  ni  dorinee  une  fond  ion  merdmorphe  f(z),  il  ne  peut  exister 
plus  de  deux  valeurs  y.  et  (3,  telles  que  les  equations  f(z)  —  a  ==  o, 
f(z)  —  (3  =  o  rCaient  qu'un  nombre  jiui  de  racines  simples, 
doubles  on  triples. 

Posons,  par  definition, 

  N(  /•,  a) 

On  pen  I  deinonlrer,  a  partir  de  (a3),  des  proprietes  de  5(a),  ana- 
logues a  relies  dii  defaut  8(a).  De  plus,  on  a  evidemment 

o(a)  ^  o(a), 

puisque 

N^O<N(r,  a), 

la  derniere  egalite  n'ajant  lieu  que  si  toutes  les  racines  de  f(z)  —  a  —  o 
sont  simples  et  la  precedente,  si  le  nombre  des  racines  multiples  est 
faible  par  rapport  au  nombre  des  racines  simples. 
La  difference 

[f(<*)  =  o(a)  —  8(a) 

mesure  en  quelque  sorte  le  caractere  de  multiplicite  des  racines  cor- 
respondant  a  la  valeur  a  relativemenl  a  la  fonction  f(z).  C'est  pour- 
quoi  on  a  appele  ce  nombre  :  indice  de  multiplicite. 

On  pent  demontrer  que,  quel  que  soit  le  nombre  q,  on  a 

i—  I 

ce  qui  permel  d'etablir  qu'il  ne  saurait  exister  de  fonction  mero- 
morphe  admettant  plus  de  quatre  valeurs  a,-,  telles  que  les  racines 
tie  /'(  z)  —  at-=  o  soient  toutes  multiples. 

[ndiquons  encore  que  l'inegalite  (23)  permet  de  preciser  les  theo- 
remes  d'nnicite  donnes  au  paragraphe  24.  C'est  ainsi  que  Ton  a 
demon tre  la  proposition  :  II  ne  peut  exister  plus  de  deux  fonctions 
prenant  aux  memes  points  quatre  valeurs  distinctes.  abstraction 
fa  it v  des  ordres  de  multiplicite. 
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31.  Definitions.  —  Dans  les  Ghapitres  precedents,  nous  nous 
sommes  occupes  des  modules  des  zeros  des  functions  meromorphes. 
Nous  allons  passer  maintenant  a  l'etude  des  arguments  <le  ces  zeros, 
ou,  plus  precisement,  de  la  distribution  des  modules  et  des  arguments. 
Une  des  methodes  les  plus  fecondes  consiste  a  fractionner  le  domaine 
d'existence  de  la  fonction  el  a  introduire  les  families  normales  de 
fonctions. 

Considerons  un  ensemble  infini  borne  de  points.  Le  llieoreine  de 
Cantor  nous  apprend  que  cet  ensemble  a  toujours  au  moins  un  point 
limite.  Si,  au  lieu  d'un  ensemble  de  points,  nous  considerons  un 
ensemble  de  fonctions,  cette  propriete  fondamentale  ne  lui  appartient 
pas  en  general.  Par  exemple.  la  famille  de  fonctions  de  la  variable 
reelle  a  . 

J'n(,x)  —  sin  nx, 

71  designant  un  entier,  n'admet  pas  de  fonction  limite. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  a  distinguer  deux  categories  d  en- 
sembles de  fonctions  :  les  ensembles  analogues  aux  ensembles  de 
points,  tels  que  toute  suite  infinie  d'elements  admette  au  moins  une 
fonction  limite,  et  les  ensembles  de  fonctions  ne  possedant  pas  cette 
propriete. 

On  dit  que  les  fonctions  faisant  partie  de  la  premiere  categorie 
d'ensembles  forment  des  families  normales  de  fonctions. 

Plus  precisement  :  Une  famille  de  fonctions  fn(x)  est  nor  male 
si,  de  toute  suite  infinie  de  fonctions  appartenant  it  la  famille, 
on  pent  toujours  extraire  une  suite  partielle  convergent  unifor- 
mement  vers  une  fonction  limite  qui  pent  etre  une  constant  e  finie 
ou  infinie. 
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On  clit  que  la  suite 

/■••'•  •  Mas)         ./;,«./•..  ... 

converge  uniformement  vers  une  fonction  limite  (inie  /(./;)  si,  pour 
chaque nombre  positif  s  arbitrairement  petit,  donne,  on  pent  deter- 
miner unentier  /?,  independant  de  .i\  tel  que 

pour  n  ;    />.  quel  que  suit  x. 

Gette  fonction  limite  peut  etre  une  constante.  Si  elle  est  infinie, 
il  fau I  modifier  la  definition  de  la  convergence  uniforme   et  dire 

que  ,//,(  '  )  a  P0U1>  limite  la  constante  infinie  si  l'on  a 
pour  n  2> p. 

L'ensemble  des  fonctions  limites  d'une  famille  norinale  forme  1' en- 
semble derive  du  premier.  Cet  ensemble  derive  est  ferme,  c'est-a-dire 
qu'il  contient  toutes  ses  fonctions  limites.  On  peut  d'ailleurs  remar- 
quer  que  si  une  famille  est  normale,  la  famille  de'rivee  l'est  aussi. 

Au  lieu  de  considerer  une  suite  infinie  de  fonctions  fn(x),  on 
peut  prendre  la  serie  dont  les  termes  sont  : 

uyU)  =  /,<»,        u2(x)  =MX)—MX), 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  serie  est  fn(x).  Done,  si 
la  suite  /'„(  /• )  a  une  limite,  la  serie  lun(x)  est  convergente. 
Reciprbquement,  soit  une  serie 

(x)  -t-  U*(x)  -+-...  -h  Un(&)  -h  .  .  • 

uniformement  convergente.  La  suite  des  sommes  partielles 

/,  (x)  =  U  \{X).         MX  )  —  Ui  (&)  -h  U2(x),   , 

flt(x)  =  Uy{x)  -h  U.2(x)  -+-.  .  .  -H  Hn(x), 

converge  uniformement  vers  la  somme  de  la  serie  donnee. 

Le  probleme  fonda mental  qui  va  nous  occuper  est  le  suivant  : 

Quelssont  les  caracteres  permettantd' of  firmer  qu'un  ensemble 
de  fonctions  admet  une  fonction  limite? 

De  tels  caracteres  s'appelleronl  des  criteres  de  families  normales. 


/»(*) 
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LY'imJc  de  cette  question  est«assez  avanc^e  pour  les  fonctions 
d'une  variable  rdelle  ou  complexe  qui  sonl  des  fonctions  de  point. 
Elle  pre*sente  beaucoup  d'int£r6t  au  point  de  vue  du  calcul  fonc- 
tionnel.  Lorsqu'un  nombre  (longifeur  d'un  arc,  aire  d'une  sur- 
face, etc.)  depend  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions,  ilest  relativement 
facile  de  voir  si  ce  nombre  depend  d'une  maniere  continue  de  ces 
fonctions;  mais,  afin  de  pouvoir  appliquer  les  thcoreines  classiques 
de  l'analyse,  il  importe  de  s'assurer  que  l'ensemble  de  ces  fonctions 
possede  la  propriete  d'accumulation  des  ensembles  de  points.  El 
cette  verification  est  souvent  malais6*e. 

32.  Fonctions  d  une  variable  reelle.  — -  Considerous  line  famille  de 
fonctions  d'une  variable  reelle 

f.v{x),  /rf*),  /„(.*),  :M 

continues  dans  un  intervalle,  (o,  i)  par  exemple. 

fn(&)  etant  continue,  il  s'ensuit  que,  etant  donne  un  nombre 
arbitrairement  petit  e,  on  pent  determiner  un  nombre  on(e)  tel  que 
l'inegalite 

I  x'—x"  I  <  on(z) 

entraine 

\Mx')—fn(*")\<* 

quels  (pie  soient  x'  el  x"  dans  I'intervallei  On  pent  eVidemmenl  tou- 
jours  reiuplacer  o/(  par  un  nombre  plus  petit.  Prenons  pour  d„(e)  le 
plus  grand  nombre  possedant  cette  propriety  et  considerons  les  <5„ 
correspondant  a  toutes  les  fonctions  de  la  suite.  11  n'esl  pas  sur  qu'on 
puisse  trouver  un  d  commun  non  nul  convenant  a  toutes  les  fonc- 
tions. En  d'autres  termes,  il  n'est  pas  sur  que  la  limite  inferieure  des 
quantites  pours  donne,  soil  diflcrente  de  zero.  Par  exemple. 

pour  la  suite  de  fonctions 

fn(x)  =  e->^ 

n  designant  unentier,  on  ne  pent  pas  trouver  un  5  convenant  a  toutes 
les  fonctions,  au  voisinage  de  l'origine. 

Nous  dirons,  avec  Ascoli,  qu'une  famille  de  fonctions  est  ega- 
lement  continue  quand,  a  chaque  nombre  s,  on  pent  f dire  cones- 
pond  re  un  nombre  o  lei  que  Vinegalite 

|  x' —  x"  ['.<  o 
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entraine  Vinegalite 

[/(*')—/<*")"!<;■ 

(fuels  (j uc  soieni  x'  et  x"  chins  V intervalle  considere  et  quelle  que 
soit  hi  fonction  f(x)  de  la  famille. 

Nous  dirons  qu'une  famille  de  functions  f(x)  est  bornee  lorsqu'il 
existe  une  constante  M  telle  que  l'on  ait 

[/(*)]  <  M 

quel  que  soil  se  dans  l'intervalle  et  quelle  que  soit  la  fonction  de  la 
famille. 

Legale  continuity  d'urie  famille  de  fonctions  entraine  l'existence 
des  fonctions  limites  et  reciproquement,  comme  le  montre  le  theo- 
remc  suivant  du  a  Arzela. 

Theoreme.  —  La  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'ujie 
famille  bornee  de  fonctions  d'une  variable  reelle  soit  telle  que,  de 
toute  suite  infinie  de  fonctions  de  la  famille,  on  puisse  extraire 
une  suite  partielle  convergeant  uniformement  vers  une  fonction 
limtte.  est  que  cette  famille  soit  egalement  continue . 

Quand  une  suite  infinie  contient  une  suite  partielle  uniformement 
convergente,  nous  dirons  aussi  qu'elle  est  gen^ratrice  de  cette  der- 
nier e. 

Montrons  d'abord  qu'une  famille  egalement  continue  est  bornee 
des  que  les  valeurs  des  fonctions  ont  un  module  borne  en  un  seul 
point.  Supposons  que  l'ensemble  des  valeurs  prises  par  les  fonctions 
pour  une  valeur  particuliere  de  x,  par  exemple  pour  x  =  o.  soit 
borne.  Soit  done  |/(o)  |  <  A,  A  designant  une  constante. 

Les  fonctions  etant  egalement  continues,  on  pent  trouver  un  6  posi- 
tif,  tel  que  l'inegalite 

|  x' —  x"  I  •<  o 

entraine,  dans  lout  l'intervalle  et  pour  chaque  fonction  f(x), 

{/(*') -f(*l\<h 

£  etanl  choisi  a  I'aVance.  Or,  on  peut  couvrir  l'intervalle  (o,  i)  au 
moyen  d'un  nombre  fini  N  d'intervalles  de  longueurs  inferieures  ou 
6gales  a  o. 
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Soit  ./ ,  un  point  de  l'intervalle  (0,1);  il  esl  s^pare*  de  o  par 
jN'<  ]\  —  1  extr£mit6s  ./•, ,       . . .rv  des  intervalles  pr^c^d^nts.  On  a 

1/(^0—  /(p)      i  <  2, 

l/(-r2)-/0.  )  K  f, 
|/(*  )  j  <  1, 

d'oii,  ajoutantj 

-/(«)  |<(N'  +  i)s^N  3 

et 

|/(.r)|<  A  +  Ne. 

Les  fonctions  sont  bornees  dans  l'intervalle  (o,  1).  Ainsi,  si  les  fonc- 
tions sont  bornees  en  un  point,  dies  sont  bornees  dans  tout  Vinter- 
valle. 

11  en  resulle  que  si  elles  ne  sont  pas  bornees  en  un  point,  elles  ne 
sont  bornees  en  aucun  point  de  l'intervalle. 

Passons  a  la  demonstration  du  theoreme  d'Arzela. 

La  condition  d'egale  continuite  est  necessaire.  Supposons  que 
la  famille  bornee  soit  normale;  de  toute  suite  infinie,  on  pent  done 
exlraire  une  suite  partielle  fn(&)  convergeant  uniformementvers  line 
fonction  limite  <p(~£-*)  finie,  evidemment  continue;  s  etant  donne,  on 
pent  done  trouver  un  nombre  positif  8,  I  el  que  l'inegalite 

entraine 

I  —  9(*")\<y 

D'autre  part,  les  fonctions  de  la  suite  partielle  fn(&)  tendant  uni- 
formement  vers  <p( jp),  onpeut  determiner  un  rang  fini  n0  convenable. 
a  partir  duquel  on  ait,  quel  que  soit  x, 

\fn(x  )  —  ?(.r  )|<  y 

En  particulier, 

\fn{x')—v(x')\  <  g>' 
\fn(x")-z(x")\<  y 

L'inegalite 

\x'—xn.\.^x 
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entraine  done,  quel  que  soit  n  superieur  a  n0, 

\fn(x')-fn(x")\ 

Les  /i0  touct ions  initiates  sont  continues  ;  done  on  peut  trouver  un 
nombre  d.,  non  nul,  tel  que  si  \x' —  x"\<d2,  l'oscillation  de  chacune 
des  n0  fonctions  soit  inferieure  a  e.  Si  Ton  prend  alors  pour  <5  le  plus 
petit  des  nombres  5,  et  d2,  on  voit  bien  que  la  suite  partielle  est  6ga- 
lement  continue.  On  en  deduit  aisement  que  la  famille  tout  entiere 
est  egalement  continue.  Dans  le  cas  contraire,  il  existerait  une 
valeur  £  pour  laquelle,  quelque  petit  que  soit  <5,  il  j  aurait  une  fonc- 
tion  an  moins  de  la  famille  pour  laquelle  l'inegalit^ 

-/(*")  I  ^ 

serait  verifiee  pour  deux  points  x'  et  x"  distants  au  plus  de  <5.  Pre- 

nons  successivement  d  ==  i.  -?  nous  aurons  des  fonctions 

7  2  n 

/i(^),    /2O),      ••<>;    fn(x),  ••• 

de  la  famille  verifiant  l'inegalite  precedente  en  des  couples  de  points 

dont  la  distance  est  inferieure  on  egale  a  i ,  '^j  •  •  •»  ^»  •  •  •  •  II  j  a  une 

infinite  de  fonctions  diflerentes  puisque  chaque  fonction  est  con- 
tinue. De  cette  suite,  on  peut  extraire,  par  hypothese,  une  suite  par- 
tielle 

uniformement  convergente,  done  egalement  continue,  ce  qui  est 
impossible  d'apres  la  definition  meme  des  fonctions  fn(x).  Cette 
contradiction  demontre  la  proposition.  La  condition  est  bien  ne^ces- 
saire. 

La  condition  est  suffisante.  Pour  le  demontrer  nous  utiliserons 
un  procede  de  «  filtrage  »  dont  le  principe  est  du  a  M.  Roussel.  Sup- 
posons  que  les  fonctions  de  la  famille  soient  egalement  continues. 
Puisque  la  famille  est  bornee,  l'ensemble  des  points  /(o)  est  borne*,  et 
par  consequent,  possede  an  moins  un  point  #,  a  distance  finie,  limite 
•  les  points /„(  o  ).  V  partir  d'un  entier  n0  convenable,  on  a 

l/«  (<>)  —  «,  |<  71 
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pour  n^>7i0.  Les  fonctions  etant  egalement  continues,  on  peut 
determiner  un  nombre  o,  tel  que  l'in£galit£ 

I  x'—x"  I  <  8,^ 

entraine 

|/(^)-/(^")|<^ 
4 

Divisons  l'intervalle  total  (o,  i)  en  un  nombre  fini  r  d'intervalles 
partiels  d'amplitude  inferieure  a  o,  par  les  points  ./:, ,  ./._,,  .  . . ,  xr=z  1 . 
Dans  l'intervalle  (o,.r,)  l'oscillation  de  chaque /'(  ./  )  est  inferieure 

a  7  •  Alors 

4 

\fn{x)-fn{0)\<1 

4 

et 

\fn(x)  —  «t  I  <  \fn(x)  -fn(0)  |  V  |A(0)  ~  «1  i  <  ^ 

pour  toutes  les  fonctions  de  la  suite,  pour  lesquelles  n  >  n0.  Toutes 
ces  fonctions  possedent  la  propriete  que,  dans  la  bande  limited 
par  x  =  o  et  x  ==  ,  leurs  points  representatifs  son  I  contenus  dans 
le  rectangle  de  hauteur  i  et  dont  le  centre  a  pour  ordonnee  Con- 
siderons  seulement  ces  fonctions  que  nous  appellerons./^.r ). 
L'ensemble  des  points 

/JOi),  Mix,), 

admet  au  moins  un  point  limite  a2,  situe  sur  le  cote  x  —  xK  du  rec- 
tangle precedent. 

Gomme  nous  Favons  fait  pour  le  premier  intervalle,  nous  extrairons 
de  la  suite  f)Xx)  une  suite  partielle  fn(&)  telle  que  les  points  repre- 
sentatifs de  fn(x),  pour  x^x  <^x2,  soient  contenus  dans  le  rec- 
tangle de  hauteur  t  et  dont  le  centre  a  pour  ordonnee  a2.  Or,  le 
nombre  des  intervalles  (xn  x-l+{)  est  egal  a  /*.  Done,  apres  r  opera- 
tions de  filtrage  analogues,  on  aura  obtenu  une  suite  partielle  que 
nous  d('isignerons  par 

f\"(x),  A"(x),  #»>{*), 

extraite  de  la  suite  donnee  et  telle  que  chaque  fonction  f  ,\  {x)  ait,  la 
propriete  suivante  :  Dans  chaque  intervalle  (x,-,  xl+i)  les  points 
representatifs  de /^(x)  sont  contenus  dans  le  rectangle  de  hauteur  i , 
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et  dont  le  centre  a  pour  ordonnee  ai+i.  En  d'autres  lermes,  pour 
chaque  valeur  de  x,  les  points  representatifs  des  valeurs  def^^x) 
sont  tous  naterieurs  a  un  segment  de  longueur  i. 

Celte  suite  repre'sente  une premiere  etape  de  notre  filtrage  et  nous 
allons  la  prendre  comrae  point  de  depart  pour  les  operations  sui- 
\  antes.  En  reinplarant  i  par  ^5  on  peut  determiner  un  nombre  o2  tel 
que  si 

J  x' —  x"  |  <  Oo, 

on  ait 

\JV\x')-Al)(x")\<^ 

Comme  pr^cedemment,  nous  pourrons  extraire  de  la  suite  f  )l'(x) 
une  nouvelle  suite  partielle 

/F<*)'=/i,}(*),      f^x\  f^(x), 

dont  chaque  fonction,  sauf  peut-etre  la  premiere,  aura  la  propriete 
suivante  :  Dans  chaque  nouvel  intervalle,  les  points  representatifs 
de  f\l  (x)  sont  contenus,  pour  /*>2,  dans  un  rectangle  de  hauteur  i« 
En  d'autres  termes,  pour  chaque  valeur  dex,  les  points  representatifs 
des  valeurs      J',';  (x)  sont,  sauf  peut-etre  f^](x),  contenus  dans  un 

segment  de  longueur^,  eniboite  dans  le  segment  de  longueur  i  qui 

contenait  les  valeurs  de  f',l>{^)- 

En  continuant,  onaboutit  ainsi  a  des  suites  partielles  dont  chacune 
esl  extraite  de  la  precedente,  de  la  forme 

fVK*),  A'K*),  AlK*)>  .  •_••>  • 
f\[)(x),  A2)(x),  A?)(*),  /;2}0), 

/[>'(*),  f?\x\  f^)x\      f^{x\  ...:] 
/o2}(^),  f?](x),      fiwKxy,  f[,!'\x\ 


La  plhme  suite  est  composee  de  fonctions  f  ^  ( a  ■)  qui  possedent  la 
propria  suivante  :  Pour  une  valeur  arbitraire  de  x,  les  points  repre- 
sentatifs des  valeurs  de  f  ^(x)  sont  contenus,  sauf  peut-etre  les 
p —  i  premiers,  dans  un  segment  de  longueur .i  emboite^  dans  le  seg- 
ment pr<'(  ('deut  de  longueur  — * — 

p  —  i 

MONT!  I.  G 
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Pour  ohaque  valeur  de  a?,  tou^  ces  segments  emboites  ont  un  point 
commun  unique  d'ordonne^  y.  Soil 

la  fonction  de  x  ainsi  < i t; I i  11  j e .  Je  dis  que  la  suite 

converge  uniformement  vers  f0(x)  (Jans  l'intervalle  (o,  j). 

En  effet,  donnons-nous  un  nombre  positif  £  arbitrairement  petit  el 

choisissons  l'entier  jp-assez  grand  pour  que  -  soil  inf&rieur  a  &.  Pour 

ji^>  p,  les  points  representatifs  des  valours  do  fonctions  /]"  {x),  qui 
appartiennent  toutes  a  la  suite       (x),  sonta  I'interieur  d'un  segment 

de  longueur^  contenant  le  point  /'„  (.r).  On  a  done  pour  // 

\fo{x)-An)(*)\<h 

ce  qui  montre  que  eette  suite  converge  uniformement  vers  fn(x)  :f0(&) 
est  done  une  fonction  continue.  Le  procede  dextraction  de  la  suite 
diagonale  f\"  (x)  du  tableau  a  double  entree  representaiit  l'ensemble 
des  fonctions  f /'  (./■ )  porte  le  nom  de  procede  diagonal. 

Remarque.  Si  la  famille  n'est  pas  bornee,  la  condition  d'egale 
continuite  est  encore  suffisante.  En  efFet,  le  raisojinement  est  le 
meme  si  l'ensemble  des  valeurs  f(o)  admet  au  moins  une  valeur 
limite  finie.  Si,  au  contraire,  cet  ensemble  n'admet  que  des  Limites 
tnfinies,  on  peut  cboisir  une  suite  partiellc /'„  (  r  )  telle  que /«(<>)  ait 
pour  limite  +  oo  par  exemple.  Alois,  I'in^galite 

l/n(*)l^!/«(o)|  — Ns 

qui  se  deduit  del'egale  continuite,  montre  que  la  suite  f„(x)  a  pour 
limite  uniformement  la  constante  -f-  oo. 

On  peut  d'ailleurs  supprimer,  de  l'^nonce  du  theoreme,  l'hypo- 
tbese  que  la  famille  est  bornee  en  convenant  d'appeler  egalement 
continue  toute  famille  telle  (pie  le  nombre  o.  correspondant  a  e, 

convienne,  soil  a  fix),  soit  a  >/   .  • 
J  v  f(.x) 


FAMILLES  NORMALES  DE  FONCTIONS.  83 

33.  Fonctions  de  deux  variables  reelles.  —  Considerons  une 
famille  de  fonctions  de  deux  variables  replies  f(&,y )  definies  dans 
un  domaine  ferine"  (D). 

On  dit  (jue  les  fonctions  sonl  egalement  continues  si,  a  chaque 
nombre  positif  e,  on  pent  faire  correspondre  un  nombre  positif  o  tel 
que  les  ine'galite's 

entrainenl 

quels  que  soient  (.*•',  )  '),  (^.",  >  ")  dans  le  domaine  (D)  et  quelle  que 
soit  la  fonction  de  la  famille. 

Le  the'or^me  d'Arzela  s'etend  aux  fonctions  de  plusieurs  variables 
reelles. 

La  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'une  famille  bornee  de 
fonctions  de  deux  variables  reelles  soit  telle  que  toute  suite  infinie  de 
fonctions  de  cette  famille  soit  generatrice  d'une  suite  partielle  ayant 
une  fonction  limite,  est  que  les  fonctions  de  la  famille  soient  ega- 
lement continues. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  fonctions  soient  definies  et  ega- 
lement continues  dans  un  rectangle  dont  les  cotes  se  trouvent  respec- 
tivement  sur  Ox1  et  sur  Or.  S'il  n'en  etait  pas  ainsi,  on  enfermerait 
le  domaine  (D)  suppose  borne  dans  un  rectangle  de  cotes  paralleles 
aux  axes,  et  I  on  completerait  la  definition  de  la  fonction  a  l'exterieur 
de  (D)  et  a  l  interieur  du  rectangle  en  la  faisant  varier  lineairement 
sur  chaque  segment  parallele  a  Ojc  :  l'egale  continuite  n'est  pas 
ahrive.  En  faisant  x  =  o,  le  th^oreme  d'Arzela  relatif  a  une  variable 
reelle  r.  conduit  a  la  construction  d'une  fonction  limite  J\(o,y). 
Cette  fonction  va  jouer  ici  un  role  analogue  a  la  constante  a,  du 
paragraphe  precedent.  Par  un  procede  de  filtrage  des  fonctions  tout 
a  fait  semblable  a  celui  de  ce  paragraphe,  on  obtient  une  suite  de 
fonctions  de  deux  variables  dont  les  points  representatifs  sont 
contenus.  pour  chaque  couple  de  valeurs  (x,  y)  representant  les 
coordonnoes  d'un  point  du  rectangle,  a  l'interieur  d'un  segment 

parallele  a  ();.  de  longueur  x-  et  emboite"  dans  le  segment  precedent 

de  longueur  -  — On  en  deduit  comme  precedemment  l'existence 
d'une  fonction  limite  continue  fo(&iy)- 
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On  demon trerait,  comme  ;>u  paragraphe  que  la  condition  es! 
necessaire. 

La  remarque  du  paragraphe  pr£c6denl  esl  encore  valable. 

34.  Fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Consid^rons  une  famille 
de  fonctions  f(z)  d'une  variable  complexe  z  =  x  -  iy.  d^finies 
dans  un  doinaine  (D). 

On  ditcfue  ces  fonctions  soul  6galement  continues  dans  ce  doinaine, 
.si,  a  tout  nombre  positif  s  arbitrairement  choisi,  on  pent  faire  corres- 
pondre  un  nombre  positif  d  tel  que  l'in&galite' 

!  z'-z"\<o 

entraine 

I/(*7-/(OI<*; 

quels  que  soienl  z'  el  z"  dans  (I))  et  quelle  que  soil  la  fonction  y(  z) 
de  la  famille. 

Si  les  fonctions  d'une  famille  f(z)  sont  egqlement  continues, 
de  toute  suite  infiniede  fonctions  /'(  z),  on  pent  extraire  une  suite 
partielle  tendant  uniformement  vers  une  fonction  limite. 

Considerons  la  suite  de  fonctions  de  la  famille 

AU),     M*)  /»(*)  

avec 

Mz)  =='Vnix,  y)  +  iQ„(.r,  y). 

C efete  suite  est  composee  de  fonctions  egalemenl  continues.  II  est 
evident  que  les  suites  P„  (x,y)  et  Qn(x,y)  sont  alors  formees  de 
fonctions  egalement  continues. 

Par  consequent,  de  la  suite  P„  ( x,  y).  on  pent  extraire  une  suite 
partielle 

Pa,(.r:r),    FxJ-r,y),  W„U:y).  ... 

qui   converge    uniformement  dans  (D)   vers  nne   fonction  limite 

P„(.r,  y).  De  la  suite  correspondante, 

Qii(x,  y),   Qas(.^,  y),    •  .  . ,   Qa„0:  X)) 

formee  de  fonctions  egalement  continues,  on  pent  extraire  une  suite 
partielle 
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<jiii  converge  uniformement  dans  (D)  vers  une  fonction  limite 
Q0(.i,  ) ■).  II  est  manifeste  que  la  suite  formee  par  les  fonctions 
Pfln(^,y)  converge  uniform  Anient  vers  P0(jc1y),  car  les  PpB  sont 
pris  dans  la  suite  Pan.  Par  consequent,  la  suite 

converge  uniformement  vers 

/o(z.)  =  Po(^.y)    i  QoU,y)- 

R^ciproquement,  si  une  suite  de  fonctions  bornees  d'une  variable 
compiexe  est  normale,  on  voit  que  les  fonctions  sont  egalement 
continues,  puisque  les  families  V(xry)  et  Q(jc,y)  etant  normales 
el  bornees.  ces  deux  families  sont  egalement  continues. 

35.  Fonctions  holomorphes.  —  Une  famille  de  fonctions  holo- 
morphes  bornees  dans  un  domaine  se  comporte  comme  un  ensemble 
de  points,  e'est-a-dire  que  toute  suite  infinie  de  fonctions  de  la 
famille  est  genera  trice  d'une  suite  partielle  qui  converge  vers  une 
fonction  limite.  En  d'autres  termes  : 

Throreme.  —  Toute  suite  infinie  de  fonctions  holomorphes 
bornees  dans  un  domaine  (D)  est  generatrice  d'une  suite  par- 
ti die  convergeant  uniformement  vers  une  limite. 

Gette  limite  est  une  fonction  holomorphe  dans  tout  domaine  inte- 
rn cur  au  domaine  (  D  ). 

Soil  la  suite  de  fonctions  holomorphes  et  bornees 

./'.(>>•  /.(*),        /»(*),  ..... 

Supposons  que 

!/«(*)  j  <  M, 

(juel  que  soil  n  et  quel  que  soil  c  dans  (D).  Les  fonctions /n(-s)  sont 
egalement  continues  dans  tout  domaine  (  D')  completement  inter  ieur 
a  (D).  e'est-a-dire  dont  tous  les  points,  meme  frontieres,  sont  des 
points  interieurs  a  (I)).  Soil  (I)")  un  domaine  completement  interieui- 
a  (D)  el  contenanl  I  I)'):  desi^nons  par  d  le  minimum  de  la  distance 
des  points  (In  contour  de  (D')  aux  points  du  contour  (C)  de  (  D "), 
e'est-a-dire  la  distance  des  deus  contours:  (I)')  etanl  completemenl 
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int^rieur  a  (I) "),  <l  n'esl  pas  mil.  La  valeur  de  J{z).  en  tout  poini 
interieur  a  (I)'),  est  donnee  par  l'integrale  de  Cauchy.  On  a  done 

f(X)dc 


et  s"  etant  interieurs  a  (D')  et  £  sur  le  contour  (C), 


C, 


2  71^  ' 

/  designant  la  longueur  du  contour '(G)  <lc  (JD"),  car,  z'  el  s"  etant 
interieurs  a  (D'),  on  a* |  £  —    |  >  del  \  t,  —  .zn \  >  d. 
En  definitive, 

\f(z')-f(z")\<K\z'-z"\, 

ou  K  est  une  constante  qui  ne  depend  pas  des  fonctions  de  la  suite. 

Done,  les  fonctions  sont  egalement  continues,  et  en  vertu  du 
theoreme  du  paragraphe  34,  elles  forment  une  famille  dont  toute 
suite  infinie  est  generatrice  d'uiie  fonction  limite. 

Considerons  alors  une  suite  de  domaines  (D4),  (D'2),  (D'/t)  

tous  completement  interieurs  a  (D)  et  tels  que  chacun  contienne  le 
precedent.  Nous  supposerons,  en  outre,  que  tout  point  interieur  a  (D) 
est  interieur  a  (D'n)  pour  n  assez  grand.  Etant  donnee  une  suite  infinie 
de  fonctions  de  la  famille,  nous  pouvons  en  extraire  une  suite  par- 
tielle  f\l\z)  convergeant  uniformement  dans  (D, );  de  celle-ci, 
nous  pouvons  extraire  une  suite  {z)  convergeant  uniformement 
dans  (D'2),  etc.  Par  le  procede"  diagonal,  nous  en  deduisons  une 
suite  f\i\z)  qui  converge  uniformement  dans  chaque  (D'7/)  et.  par 
consequent,  autour  de  chaque  point  interieur  a  (D)  vers  une  fonc- 
tion limite  f( z)  definie  en  tout  point  interieur  a  (D). 

Gette  fonction  limite  est  holomorphe  dans  tout  domaine  (Dr), 
d'apres  le  theoreme  de  Weierstrass  suivant  ; 


Theoreme  de  Weierstrass.  —  Une  suite  de  fonctions,  holomorphes 
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dans  un  domains  (D)  et  continues  sur  le  contour  (G)  de  ce 
domaine,  qui  converge  uniforrnernent  sur  le  contour  (C),  converge 
uniforrnernent  vers  une  fo  net  ion  limite  dans  tout  le  domaine  (D). 
La  fonction  limited' une  suite  de  fonctions  liolomorphes  conver- 
ged /it  uniforrnernent  dans  le  domaine  (D)  est  une  fonction  Kolo- 
morphe  en  tout  point  interieur  a  D.  La  suite  des  derivees  d'ordre 
p  converge  uniforrnernent  vers  la  derivee  d'ordre  p  de  la 
fonction  limite  a  V interieur  de  tout  domaine  completement 
interieur  a  (D). 

Pour  demontrer  la  premiere  partie  de  ce  theoreme,  appliquons  le 
critere  de  Gauchy  relatif  a  la  convergence  des  series.  Si  la  suite 

/,(*),    /,(*.),  /„(*),  ... 

(^t  uniforrnernent  convergente  sur  le  contour  (C)  de  (D),  la  serie 

u\(z)  +  +  -+-  un(z)  -h. 

ou 

Ui(z)=f(z),  un(z)=fn(z)-fn^(z),  ... 

est  uniforrnernent  convergente  sur  le  contour.  Ceci  exige  que, 
pour  n  ~>  nQ,  on  ait,  quel  que  soit pet  quel  que  soit  £  surle  contour, 

(•*4)  1  Un-hl(K)  -+•  Un+M)        •  •-+-  Un+p(X)  I  <  S. 

Or,  la  fonction  wn+1  (z)  +  ...  +  un^p(z)  =  fn+p(z) — /„(-s)  est 
holomorphe  dans  (D)  et  continue  sur  (G).  Done,  elle  atteint  son 
module  maximum  sur  le  contour.  Ceci  entraine  que  Ton  ait  l'inega- 
lite  (  2.4)  dans  tout  le  domaine  (D).  La  serie  converge  done,  en  vertu 
(hi  critere  de  Cauchy,  dans  tout  le  domaine  (D),  e'est-a-dire  que  la 
suite  fn^z)  converge  uniforrnernent  dans  le  domaine  ferme  (D ).  La 
premiere  partie  du  theoreme  est  demontree. 

Montrons  maintenant  que  la  limite  est  une  fonction  holomorphe 
dans  D. 

Soit /„(t)la  fonction  vers  laquelle  la  suite  converge  uniforrnernent 
Mir  le  contour  (C).  Considerons  la  fonction 

Jl     «-7(Ci  "» 

qui  esl  holomorphe  en  tout  point  interieur  a  (D )  et  dont  la  derivee 
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d'ordre  />  est 

La  fonciioii  /0 ( t )  etanl  la  limite  uniforme  de  la  suite  fn{K)  sur  1° 
contour  (G)  de  (D),  on  a,  a  partir  d'un  rang  n0  convenable  el  pour 
tout  point  £  <lii  contour 

-/o(0 1  <o. 

D'autre  pari.  I'integrale  <le  Gauchy  donne  l'expression  de  la  func- 
tion holomorphe  fn(z)  et  celle  de  ses  derivees  en  chaque  point  du 
domaine  ( D ), 

Done,  a  partir  du  rang  n0,  on  a,  en  chaque  point  du  domaine  (  D') 
Qompletement  interieur  a  D, 

\fa(z)-Mz)\  =  f\  f  Mm  -  f  -MLLl  I 

2  ~  |  -/(C)    *  _  3         */(C)    *  —  3 

et 

ou  /  designe  la  longueur  du  contour  (G)  et  d  la  distance  non  nulle 
du  contour  de  (D')  an  contour  (C).  Ces  inegalites  montrent  que  les 
suites  fn  ( z)  et/Jf  (  z)  convergent  uniformement  vers  la  fonction  fo{z) 
et  vers  sa  derivee  (z). 

Nous  avoirs  suppose,  dans  la  seconde  partie  de  la  demonstration, 
que  le  contour  (C)  etait  rectifiable.  S'il  n'en  etait  pas  ainsi.  on 
devrait  remplacer  (G)  par  un  contour  rectifiable  (G'),  interieur  a  (D) 
et  aussi  voisin  que  Ton  vent  de  (G);  d'apres  la  premiere  partie,  la 
convergence  est  uniforme  sur  le  contour  (C)  et  la  demonstration  du 
theoreme  reste  la  raeme. 

Voici  maintenant  une  proposition  importante  relative  a  la  distri- 
bution des  valeurs  (rune  suite  uniformement  convergente  : 
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Th£oreme.  —  Considerons  une  suite  de  fonctions  f„(z),  Iiolo- 
morphes  dans  un  domaine  (D),  qui  converge  uniformement  dans 
V  interieur  de  ce  domaine.  Si  la  fonction  limite  prend  la  valeur 
a.  en  un  point  z0,  les  fonctions  de  la  suite,  a  partir  d'un  cer- 
tain rang,  prennent  dans  tout  cercle  de  centre  zQ  autant  de  fois 
la  valeur  a  quHl  y  a  d  unites  dans  Vordre  de  multiplicity  du 
zero  z0  de  J\z)  — a,  a  mains  que  la  fonction  limite  f(z)  ne  soit 
la  const  ante  a. 

Nous  disons  qu'une  suite  converge  uniform  em  en  l  dans  r  interieur 
d  un  domaine  (D)  lorsqu'elle  converge  uniformement  dans  tout 
domaine  ferine  (D*)  completement  interieur  a  (D). 

Considerons  une  circonference  (y),  de  centre  z0,  de  rayon  assez 
petit  pour  que  l'equation 

f{z)-a  =  o 

n'ait  pas  a  l'int&rieur,  ni  sur  la  circonference,  d'autre  racine  que 
z  =  s0,  ce  qui  est  possible  lorsque  f(z)  n'est  pas  identique  a  la 
constante  a.  el  soit p  l'ordre  de  multiplicity  de  cette  racine.  On  sait 
que 

„=-!-   f  ?f^-d*. 

Mais,  la  suite  f,i(z)  tend  uniformement  vers  f(z)  dans  l'interieur 

de  (D).  Done.  f'n(z)  converge  uniformement  vers  f'{z)  et  fn(z)  —  a 

converge  uniformement  vers  f(z)  —       etant  sur  la  circonference  ( y ). 

D'autre  part,  1  f(z)  —  a  \  ayant  sur  (y)  un  minimum  non  nul,  il  en 

sera  de  rneme  pour  \fn(  z)  —  a\  pour  n  assez  grand.  Par  suite,  le 

f'n(z)  'p       ?  -f'(z)  /  \ 

quotient  ~  —  converge  uniformement  vers  — - —  sur  (y),  et 

1  fn{z)—a  °  J(z)  —  a         v'  > 

I'int^grale 

Jr:Jn(z)  —  fl 

lend  vers  I'int^grale  correspondante  poury'(^),  soil  p.  Comme  cette 
integrate  est  6gale  a  un  entier,  car  elle  represente  le  nombre  des 
racines  defn(  z)  =a  conlenues  dans  (y).  on  voit  que,  a  partir  d'un 
certain  rani;,  die  est  constammenl  egale  a  />.  Done,  a  partir  d'un 
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certain  rang,  toutes  les  Equations 

fn  (z)  —  a  =  o 

ont p  racines  a  l'interieur  de  (•/). 

Remarquons  que  le  theorerne  cesse  d'etre  exacl  lorsque  la  lirnite 

est  la  constante  a.  Par  exemple,  la  suite /„  == a  -+-    a  pour  limite  a 

dans  tout  doinaine  borne  (13),  ma  is  fn  ne  prend  pas  la  valenr  <i  si  ce 
domaine  ne  contient  pas  l'origine. 

36.  Fonctions  meromorphes.  —  On  pent  toujours  ramener  l'etude 
des  fonctions  meromorphes  a  celle  des  fonctions  continues  a  l'aide 
d'une  projection  stereographique  sur  une  sphere  de  Riemann. 

Prenons  une  sphere  de  rayon  unite  dont  le  centre  O  est  l'origine 
des  affixes  du  plan  des  Z  et  faisons,  a  partir  du  pole  nord  Q  de 
cette  sphere,  situe  sur  la  perpendiculaire  au  plan  menee  par  O,  une 
projection  stereographique  sur  le  plan.  A  chaque  point  d'afhxe  Z  du 
plan  correspond  son  image  spherique,  le  point  P.  L'homologue  du 
point  a  l'infini  du  plan  est  le  pole  nord  Q  de  la  sphere;  a  l'origine  O, 
correspond  le  pole  sud. 

On  appelle  distance  spherique  de  deux  points  Z  et  Z'  la  longueur 
du  plus  petit  arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  les  images  P  et  P' 
de  Z  et  7J.  On  designe  cette  distance  par  [Z,  Z'].  Une  fonction 
Z  —  f(  z)  est  spheriquement  continue  en  un  point  z  si,  a  toutnombre 
positif  £,  on  pent  faire  correspondre  un  nombre  positif  d  tel  que 
l'inegalitt'' 

entraine 

[Z,Z']<3. 

Une  fonction  spheriquement  continue  en  tous  les  points  d'un 
domaine  est  uniformement  spheriquement  continue  dans  le  domaine. 
c'est-a-dire  que,  a  tout  e,  on  pent  faire  correspondre  un  o  tel  que 
l'inegalite 

|sW|<8, 

z'  et  z"  etant  deux  points  quelconques  du  domaine,  entraine 


[7,',  Z"j  <  x 
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La  demonstration  est  la  me  me  que  pour  le  cas  de  la  continuity 
ordinaire. 

Si  le  domaine  de  definition  de  la  fonction  comprend  le  point  a 
l'infini  du  plan  des  z,  on  pourra  aussi  remplacer  le  point  z  par  son 
image  spherique,  et  l'liiegalite 

par  Pin^galite 

[z,z']<o. 

Les  rcsultats  sont  les  memes  et  le  point  a  l'infini  joue  le  meme  role 
que  les  autres  points  du  plan. 

A  l'aide  de  la  notion  de  distance  spherique,  on  peut  ramener  les 
fonctions  meromorphes  auxfonctions  continues,  grace  a  lapropriete  : 

Toute  fonction  meromorphe  est  continue  spheriquement. 

Soil  Z  =  f{z)  Tine  fonction  meromorphe.  Si  z0  n'est  pas  un  pole 
de  f(z),  lorsque  z  a  pour  limite  z0,  le  point  Z  a  pour  limite  Z0,  et 
l'image  P  de  Z  a  pour  limite  l'image  P0  de  Z0,  done  [Z0,  Z]  a  pour 
limite  zero  en  meme  temps  que  j  z  — -  zQ  j  et  la  fonction  est  spheri- 
quement continue  en  z{). 

Si  z()  est  un  pole  de  f(z),  l'image  spherique  correspondant  a  la 
valeur  f(z0)  est  le  pole  £2.  Mais  si  z  s'approche  indefiniment  de  z0, 
/  (  z)  auginente  indefiniment,  d'apres  la  definition  meme  du  pole. 
Done,  |  Z  |  est  tres  grand  et  l'image  spherique  de  Z  est  un  point  P 
contenu  dans  une  petite  calotte  autour  de  £2.  Par  consequent,  [oo,  Z] 
tend  vers  zero,  en  meme  temps  que  \z  —  z0  "|,  et  la  fonction  est  con- 
tinue en  30. 

La  proposition  est  demontree. 

Considerons  main  tenant  une  famille  de  fonctions  meromorphes  f(z) 
dans  un  domaine  (D). 

On  definit  Yegale  continuite  spherique  de  la  meme  maniere  que 
legale  continuite  habituelle  : 

Les  /mictions  d' une  famille  de  fonctions  meromorphes  dans  un 
domaine  (D)  sont  egalement  continues  spheriquement  dans  ce 
domaine  si.  <t  tout  nombre  positif  e  arbitraire,  on  peut  f aire  cor- 
responds un  nombre  positif  d  tel  que  Vinegalite 

entratne  Vinegalite 

[/(*'),/(<)] 
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quels  <jite  soient  z'  et  z"  dans  le  domaine  (  D)  et  quelle  que  soil  la 
fonction  de  lafamille. 

On  d^montre,  comme  au  paragraphe  32,  La  proposition  suivante  : 

La  condition  necessaire  et  suffisante  pom-  qvCune  famille  de 
fonctions  meromorphes  dans  an  domaine  soil  normale  dans  ce 
domaine  est  que  ces  fonctions  soient  egalement  continues  spheri- 
quement  dans  ce  domaine . 

Rappelons  el  precisons  le  sens  des  mots«  famille  normale  »  pourle 
cas  des  fonctions  meromorphes.  Une  famille  est  normale  si,  de  toute 
suite  infinie  de  fonctions  de  cette  famille,  on  pent  extraire  une  suite 
partielle  convergeant  uniformement  vers  une  fonction  lirnite  dans 
l'interieur  du  domaine.  Nous  sommes  ainsi  conduits  a  preciser  le 
sens  des  mots  «  convergence  uniforme  »  pour  les  suites  de  fonctions 
meromorphes. 

Gonsiderons  la  suite  de  fonctions  meromorphes 

Mz),  f2(z),        fn(z),  ... 

el  supposons  qu'elle  ait  une  fonction  Yurule  f(z).  La  comergence  est 
uniforme  si,  etant  donne  un  -no  nib  re  positif  £  arbitraire.  on  peut 
troiner  un  entier  7i0  independant  de  j  tel  que  pour  n^>n0,  on  ait 

[Z~,  Z]<>, 

quel  que  soit  z  dans  le  domaine. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  ne  se  rapporte  pas  a  la  sphere,  la  con- 
vergence est  uniforme  si,  pour  n  >>  n0  : 

i°  Quand  z  n'est  pas  un  pole  de  f(z):fn(z)  a  pour  limite  J(z) 
uniformement  an  tour  de  z  quand  n  croit  indefiniment. 

2°  Si  z  est  un  pole,  f  1     converge  vers  zero  uniformement  autour 

J  n  \z) 

de  z  lorsque  n  croit  indefiniment. 

Remarquons  que  f(z)  est  une  fonction  meromorphe  puisque, 
autour  de  chaque  point  f(z)  on  jjjp,  est  holomorphe.  Cette  fonc- 
tion peut  etre  une  constante,  linie  on  infinie. 
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\Y~i .  Exemples  de  families  normales.  — ■  Nous  avons  vu  an  para- 
graphed?) que  les  fonctions  holomorph.es  bornees  dans  leur  ensemble 
dans  un  domaine  forment  une  famille  normale.  Or,  si  les  fonctions 
sont  bornees,  \fn(  s)\  <  M,  les  images  spheriques  de  Xn  ==  fn(z)  ne 
peuvent  pas  pen^trer  dans  la  calotte  dont  le  sommet  est  £2,  et  dont  la 
frontiere  est  l'image  du  cercle  |  rL\—  M.  Ilya  done  une  region  de  la 
sphere  ou  les  images  de  Z  ne  penetrent  pas.  Ce  resultat  pent  etre 
e tend u  an  cas  ou  il  y  a  sur  la  sphere  une  calotte  quelconque  ou  les 
images  de  Z  ne  penetrent  pas.  En  d'autres  termes  : 

TiiSoreme.  —  Soit  una  famille  da  fonctions  meromorphes  f(z) 
telle  que  les  points  d' affixes  f  (z)  ne  puissent  pas  penetrer  dans 
une  region  du  plan  des  Z.  Cette  famille  est  normale. 

En  efFet,  soit  A  un  point  interieur  au  domaine  interdit  aux  fonc- 
tions f(z).  De  A  comme  centre  et  avec  un  rayon  convenablement 
petit  <5,  on  peut  decrire  un  cercle  entierement  situe  dans  la  region 
exceptionnelle.  Mais  alors,  on  a  pour  toutes  les  fonctions,  et  quel 
que  soit  c  dans  le  domaine, 

|/(*)  —  A]>S. 

Si  Ton  pose 

les  fonctions  g(  z)  sont  holomorphes  et  bornees,  car  |  g(z)  j  <C  1  •  Les 
fonctions  g(  z)  forment  done  une  famille  normale  (n°  35). 

Considerons  alors  une  suite  infinie  de  fonctions  f{z).  La  suite 
correspondante  des  g(z)  est  generatrice  d'une  suite  partielle  con- 
vergente  gn(z). 

Soit  g{z)  la  limite  de  la  suite  gn(z).  A  partir  d'un  rang  conve- 
nable,  on  a 

e  etant  donne  a  I'avance.  Supposons  que  g(z)  ne  soit  pas  identi- 
quement  nulle;  alors  g(z)  n'admet  aucun  zero  puisque  les  gn(~-) 
n'ont  aucun  zero  et  que,  dans  le  voisinage  de  tout  zero  de  g(z),  il 
devrail  y  avoir  des  z6rps  deg„(z)  pour  n  assez  grand.  On  a  done 
g(z)  > /.  dans  le  domaine,  et,  pour  n  assez  grand,  |  gn(z)  j  >  k , 
puisque  gn(z)  converge  uniformement  vers  g(z).  Done,  si  nous 
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posons 

f{z)  est  homolorphe,  el  I'on  a 

lff(z)       gn{z)\  g(z)g„(z) 


Done 


!  /(  *  )  —  / n  (*>  ]  <r ^  |  A'//  ( Z )  —  A"Ji  S  ) 


eifn(z)  converge  uniformement  vers  f(  z). 
Si  est  la  constante  zero,  l'egalite 


/„(  Z)        1  -+-  A  A''// 1  a  > 

montre  que  ^.  1  converge  uniformement  vers  zero,  done  que  fn{z) 
converge  uniformement  vers  la  constante  infinie. 

Done,  dans  tous  les  cas,  la  suite  fn(z)  a  une  fonction  limite.  La 
famille  est  normale. 

Le  theoreme  priced  en  i  peut  s'etendre  :  U lie  famille  de  fonctions 
meromorphes  ay  ant  un  arc  de  courbe  inter dit.  ou  un  ensemble  de 
points  interdits,  est  une  famille  normale. 

Plus  precisement  encore  :  Si  les  fonctions  d'  une  famille  ne 
peuvent  prendre  aucune  de  trois  valeurs,  la  famille  est  normale. 

Nous  alio ns  demontrer  ce  theoreme  fundamental.  Soienta,  b,  c  les 
valeurs  exceptionnelles.  On  peut  suppbser  que  ces  valeurs  sont  o,  i ,  oo. 
En  efFet,  si  les  /(  z)  ne  prennent  pas  les  valeurs  a,  b.  c,  les  fonctions 

_  f( 3 )  —  n  .  0  —  a 
g^  ~  'j\z)—b  '•  c~^T> 

ne  peuvent  pas  prendre  les  valeurs  o,  i,  oo.  Nous  allons  done  envi- 
sager  ces  fonctions.  Comme  elles  ne  prennent  pas  la  valeur  infinie, 
elles  sont  holomorphes.  On  est  ainsi  conduit  a  demontrer  le  theoreme 
suivant  : 

38.  Theoreme  fondamental.  —  Une  famille  de  fonctions  holo- 
morphes dans  un  domaine  qui  ne  prennent  ni  la  valeur  o.  ni  la 
valeur  i,  est  normale  dans  le  domaine. 
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La  demonstration  que  nous  donnerons  de  ce  theoreme  repose 
Mir  certaines  propriEtEs  d'une  representation  conforme  particuliere. 

Faisons  une  representation  conforme  du  plan  des  Z  sur  un  plan  Z' 
de  maniere  a  fa i re  correspondre,  an  demi-plan  superieur  Z,  FintOieur 
(Tun  triangle  curviligne  Equilateral  dont  les  cotes  sont  des  arcs  de 
cercle  faisant  entre  eux  un  angle  nul  et  qui  est  inscrit  dans  le  cercle 


p 


(le  centre  Z'=  o  et  de  rayon  i ,  cercle  que  nous  appellerons  le  cercle 
fondamental  (F).  Les  cotes  du  triangle  sont  des  arcs  de  cercle 
orthogonaux  a  (T).  On  sait  que  Ton  peut  faire  correspondre  aux 
points  o,  i,  oo  du  plan  Z  les  trois  sommets  o' ,  i',  oo'  du  triangle.  Les 
trois  cotes  I',  II',  III'  du  triangle  correspondent  respectivement  aux 
segments  ( — oo.  o)  ou  I,  (0,1)  ou  II  et  (i,  oo)  ou  III,  de  Faxe  reel  du 
plan  Z  {fig.  i  )• 

Si  un  point  \I  decrit  un  chemin  dans  le  demi-plan  superieur  Z,  le 
point  homologue  M'  decrit  un  chemin  interieur  an  triangle  o',  i',  oo'. 
Si  le  point  M  decrit  un  chemin  qui  coupe  Faxe  reel  du  plan  des  Z, 
par  exemple  entre  o  et  i  j  le  point  homologue  M'  sort  du  triangle  en 
Ira  vers  ant  le  cote  IF.  Mais  il  reste  toujours  a  Finterieur  du  cercle 
fondamental.  En  eflfet,  soil  M,  un  point  du  chemin  decrit  par  M, 
situe"  dans  le  demi-plan  inferieur  du  Z.  Le  point  M0  qui  a  pour  affixe 
le  noinhre  imaginaire  conjugue  de  I'affixe  de  M(  est  symetrique  de  \ff 
par  rapport  a  Faxe  reel.  D'apres  le  theoreme  de  Schwartz,  Fhomo- 
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logue  M„  de  M0  est  Fimage  du  point  M  ,  par  rapporl  ;iu  cercle  (G) 
qui  porte  I'arc  IV.  Les  images  des  cot^s  I'  et  J 1 1'  par  rapport  a  ce 
cercle  (G)  sonl  les  arcs  I"  (;i  III''  inverses  des  airs  ['  el  III'  par  rap- 
port a  (G),  ces  deux  arcs  se  coupent  an  point  ao"  diam£tralemen1 
oppose-  an  point  cof  sur  le  cercle  (T).  Le  triangle  FIFIII"  est  Fimage 
(In  triangle  F  IF  III.'  par  rapporl  a  (G)  car  IT  est  sa  propre  image. 
Et  puisque  M'0  est  dans  le  premier  triangle,  \F,  est  dans  le  second. 

II  r^sulte  de  ce  qui  precede  que  la  representation  conforme  fait 
correspondre  le  plan  entier  des  Z,  dans  lequel  le  passage  du  demi- 
plan  superieur  au  demi-plan  inferieur  s'effectue  toujours  a  travers  le 
segment  II,  an  quadrilatere  curviligne  o'oo'i'oo". 

II  est  clair  que  si  l'on  passe  du  demi-plan  superieur  Z  an  demi-plan 
inferieur  Z  en  traversant  par  exemple,  le  segment  III,  le  plan  entier 
aura  comme  correspondant  un  quadrilatere  curviligne  ayant  pour 
cotes  les  arcs  F,  IF  et  les  images  de  ces  arcs  par  rapport  a  Fare  [IF. 
Et  ainsi  de  suite.  D'une  facon  generale,  si  le  point  M  decrit  un  che- 
min  qui  traverse  un  certain  nombre  de  fois  l'axe  reel  du  plan  Z  sur 
les  segments  I,  II,  III,  pour  abontir  en  un  point  M4j  le  point  homo- 
logue  M7  decrira  un  chemin  qui  traverse  des  cotes  du  triangle  initial 
et  des  images  de  ces  cotes  pour  aboutir  en  un  point  VF, ,  qui  est  tou- 
jours a  1'interieur  du  cercle  fondamental.  Chaque  fois  que  le  point  M 
traversefa  un  segment  de  l'axe  reel,  il  faudra  construire,  dans  le 
plan  Z',  le  triangle  curviligne,  image,  par  rapport  au  cote  traverse'', 
du  triangle  curviligne  adjacent  a  ce  cote  dans  lequel  se  trouvait  M' 
avant  la  traversee.  On  construit  ainsi  une  infinite  de  triangles  curvi- 
lignes,  tous  interieurs  a  (T)  et  dont  les  cotes  sont  orthogonaux  a  la 
circonference  (T). 

Designons  par 

Z'=X(Z) 

la  fonction  qui  realise  cette  representation  conforme.  La  fonction  ).(  Z  ) 
n'est  pas  uniforme.  En  effet,  supposons  qu'un  point  decrive  un 
chemin  ferine,  qui  part  de  M,  traverse  l'axe  reel  entre  o  et  i,  passe 
dans  le  demi-plan  inferieur,  traverse  de  nouveau  l'axe  reel  entre  — x 
et  o  pour  revenir  en  M.  Le  point  homologue  part  de  M'  dans  le 
triangle  initial,  traverse  le  cote  IF  de  ce  triangle  initial  et  entre  dans 
le  triangle  FIT  I  II".  II  sort  de  ce  triangle  par  le  cote  I",  homologue 
de  I,  et  aboutit  en  un  point  p.',  evidemment  distinct  de  M',  puisqu'il 
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esl  dans  to  triangle  curviligne  inverse  de  1'IFIIF par  rapport  au  cercle 
(|ui  porte  ["  et  ce  dernier  triangle  n'a  aucun  point  cOmmun  avec  le 
premier.  Done  X(Z)  esl  Line  fonction  non  uniforme  de  Z.  Quand  Z 
esi  diffe'reni  de  o,  i ,  oo,  tes  valeurs  de  la  fonction  X(Z)  sontles  affixes 
de  points  situes  a  I'int^rieur  du  cercle  fondamental.  Les  homologues 
des  points  o,  i  el  oc  se  trouvent  sur  la  circonference  du  cercle  fonda- 
mental (  r  )  d'apres  la  definition  meme  de  la  correspondance  conforme. 

Soil  mainterianl  ane  famille  de  fonctions  f(z)  liolomorphes  dans 
mi  domaine  simplement  connexe  (  I))  ou  elles  ne  prennent  jamais  ni 
la  valeur  o,  ni  la  valeur  i.  Posons 

Les  fonctions  g'(z)  son!  liolomorphes  dans  le  domaine  (D)  :  la 
fonction  X(Z)  est  bien  multiforme  el  change  de  determination 
lorsque  Z  derrit  un  contour  ferine  contenant  l'un  des  points  o  ou  i; 
mais,  le  chemin  demerit  par  7j=f{z)  lorsque  z  decril  un  contour 
ferme*  dans  (D)  ne  pent  tourner  autour  des  points  o  ou  i. 

En  effet,  si  J\z)  decrivait  un  contour  ferme  autour  de  o,  par 
exemple,  {'argument  de  Zt=f(z)  varierait  d'un  multiple  de  arc 
lorsque  c  de*erit  son  contour  ferme  et  par  consequent  f(z  )  aurait  au 
moins  un  zero  a  l'int^rieur  de  ce  contour,  e'est-a-dire  a  l'interieur 
de  (U)  puisque  ce  domaine  est  simplement  connexe.  Alors,  si  f(z) 
traverse  l'axe  r6el  du  plan  Z  entre  o  et  i,  par  exemple,  pour  passer 
du  demi-plan  superieur  au  demi-plan  inferieur,  il  doit  traverser  de 
nouveau  l'axe  reel  toujours  entre  o  et  i  pour  revenir  au  demi-plan 
superieur.  Sinon  il  tournerait  autour  de  o  ou  de  i,  ce  qui  est  impos- 
sible.  Suivons  alors  le  chemin  homologue  :  ilpartdu  triangle  FIFIIF, 
passe  par  exemple  en  traversant  IV  dans  le  triangle  F'IFIII",  puis 
dans  de  nouveaux  triangles,  mais  revient  finalemeht  dans  le  triangle 
initial  en  traversanl  de  nouveau  IF,  homologue  de  (0,1).  A  un  che- 
min ferine*  decril  par /(  z)  correspond  done  un  chemin  ferme  dans  le 
plan  T! .  Ed  d'autres  termes,  la  fonction  g{z)  =  ^[/(z)]  est  uniforme. 
Eire  est  d'ailleurs  holomorphe,  puisque  autour  d'une  valeur  z' . 
/(  ")  esl  holomorphe;  comme  /(^')  n'est  egal  ni  a  zero  ni  a  uji, 
Xl  Z)  est  holomorphe  autour  de  7J  =  /'(  z').  done  est  holo- 

morphe autour  de  zr. 

On  ii  d'autre  pari  \g  (  z )  |  <*"  i .  La  famille  des  fonctions  g(z)  esl 
line  famille  normale  :  de  chaque  suite  infinie.  on  pent  extraire  une 

MONTEL  7 
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suite  par tielle  gn(z)  qui  converge  uniform^menl  vers  une  tonctiou 
limite  g(z)  dans  l'interieur  de  (D).  Toute  valeur  <!<•  g(z)  corres- 
pondant  a  un  point  z'  interieur  a  (  I) )  est  I'affixe  (Tun  point  interieur 
a  (V).  Car  si  ce  point  elail  sur  la  cir conference,  les  fonctions  g„{  z  \ 
devraienl  prendre  des  valeurs  de  modulo  unite  dans  le  voisinage 
de  zr,  ce  qui  est  impossible,  puisque  toutes  les  valeurs  de  g„{z) 
sout  interieures  a  (F).  Ce  raisonnement  serai  I  en  defaul  si  g{z)(iX'd\\ 
identique  a  une  constante  de  module  unite,  cas  que  nous  6carterons 
d'abord. 

Soil  (I)')  mi  domaine  interieur  a  (I)),  les  valeurs  correspon- 
dantes  U  de  g\z)  sont  situees  dans  un  cercle  (Tf)  concentrique a (T) 
et  do  rayon  inferieur  a  un.  Soit(T")  un  cercle  concentrique  conte- 
nani  (  V )  et  contenu  dans  (Y).  Dans         la  relation 

Z  =  X(Z) 

definil  une  fonetion  inverse 

qui  est  holomorphe  et  uniforme  comme  on  le  voit  immediatement. 
Celte  fonetion  est  appelee  une  fonetion  modulaire.  La  fonetion 

Z^vlgiz)]  =f(z) 

est  done  holomorphe  et  uniforme  dans  (D'). 

Comme  gn(z)  converge  uniformement  vers  g(z)  dans  (D'). 
pour  n  assez  grand  tons  les  points  gn{z)  seront  dans  (I"').  Or,  dans 
cc  domaine  |x(Z')  est  uniform^menl  continue;  etant  donne  e,  il  lui 
correspond  o  tel  que  l'in£galit^ 

|Z,-Z'4<o 

entraine 

Or,  prenons  n  assez  grand  pour  que  gn{z)  soil  dans  (T")  et  que  I  on 
ait,  pour  n  >  />0, 

\  griU)  —  g{z)  \  <  8, 

on  en  deduira 

\p[$n(z)]-plg(z)]\<:i, 

e'est-a-dire 
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bour  n^>n0  lorsque  z  esl  dans  (D;).  Done  f,A~-)  converge  unifor- 
mement  versf(  z)  dans  l'interieur  de  (13). 

Nous  axons  suppose  que  g(  z)  netait  pas  une  constanle  de  module 
6gal  a  lift.  Supposons  maintenanl  qu'il  en  soit  ainsi.  Admettons  que 
chaque  fonction  gn(z)  soit  definie  de  maniere  que,  pour  une  valeur 
fixe  z0  inlerieure  a  (D),  on  choisisse  pour  la  valeur 

(Z'/t)o=£7i(*o)  =  Hfn{*o)) 

Lin  point  du  quadrilatere  o'oo'Vx/.  Le  point  limite  Z'0  de  la  suite  (Z/„)o 
esl  situe  dans  ce  quadrilatere.  S'il  est  distinct  d'un  sommet,  la  cons- 
tanle g{  z)  =  Z'0  est  inferieure  en  module  a  1'unite  et  nous  rentrons 
dans  le  cas  etudie  precedemment.  Supposons  que  Z'0  soit  un  des 
sonimets,  o'  par  exemple,  alors  fn{  z0 )  a  necessairement  pour  liniite 
la  valeur  o  comme  le  montre  la  representation  conforme. 

Supposons  done  que  les  ftt{  z)  aient  o  comme  limite.  Gonsid^rons 
la  suite  des  fonctions 

 2  ' 


delinies  de  maniere  que,  au  point  z0,  le  radical  \J fn(z0)  ait  une  valeur 
determinee.  yn{z)  est  holomorphe,  car/„(s)  est  holomorphe  et  ne 
s'annule  pas  dans  le  doinaine,  et  difterente  de  o  et  de  i.  En  effet, 
fn  ( [z  )  ne  prend  pas  la  valeur  i ,  done  gn{z)  ne  prend  pas  la  valeur  un. 
De  meme.  pour  que  ^n(z)  soit  nul.,  il  faudrait  que  \jfn  — — t, 
ou  fn{  z)  —  i,  contrairement  a  i'hypothese. 

D'autre  part,  on(z0)  a  pour  liniite      done  yn(&)  converge  unifor- 

mement  vers  une  fonction  limite  y(z),  eif,,(.z)  converge  iiniforme'- 
iiit'iit  vers 

Si///(  30)avail  pour  limite  un  ou  I'infini,  on  reinplaceraity,,  par  i  — Jn 
ou  par  j-  el  Ton  serai  t  rainene  au  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

Done,  dans  tons  les  cas,  une  suite  infinie  de  fonctions  de  la  fainille 
est  genera  trice  (rune  suite  convergente  :  la  famille  est  normale. 

Nous  avons  suppose  simplement  connexe  le  domaine  (D).  Dans  le 
cas  contra  ire,  on  partagerait  (D')  en  un  certain  nombre  de  domaines 
simplement  connexes  :  (D',),  (D'a),  ....  (D'k  ).  Une  suite  infinie  serail 
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gene>atrice  d'une  suite  convergente/^1  (  s)dans  le  domaine  ferine^  D', ). 
La  suite  /„'  (  z)  serail  g£ne>atrice  d'une  suite  (z)  convergeanl 
dans  le  domaine  ferme  (I)',)  :  elle  converge  aussi  dans  (D')  puis- 
qu'elleest  extraite  de/^1  (  z ).  Done/;  (  z  )  converge  dans  (D'f)  el  (  D'2). 
En  continuant  ainsi,  on  obtienl  une  suite  /^'(z)  qui  converge 

dans  (I)',),  (D'2)  (D'A),  e'est-a-dire  dans  (I)').  La  famille  esi 

done  normale  dans  l'int&rieur  de  (  I)  ). 

39.  Points  irreguliers.  —  Supposons  qu'une  famille  de  fonctions 
ne  soil  pas  uormale  dans  un  domaine  (  I  )  ).  Partageons  cette  region  en 
deux  domaines  (D|)  et  (D2).  La  famille  ne  peul  pas  rtre  normale 
dans  chacun  de  ees  domaines.  En  effet,  si  Ja  famille  f(z)  ('tail  nor- 
male dans  (D,),  de  toute  suite  infinie,  on  pourrait  extraire  une  suite 

,/v  (*),  ./v  (»),  ••••  /„■ (*>,  ... 

convergeanl  u  inform  em  en  t  dans  (I),  )  vers  une  fonction  limite.  Mais, 
la  famille  etanl  supposed  normale  dans  (  D2 ),  on  peul  extraire,  de  la 
suite  precedente,  une  suite  convergeant  uniformemenl  dans  (D2) 
vers  une  fonction  limile,  soil 

./?  (*),    A2  M  /<»  (*),  .... 

Cette  suite  converge  aussi  dans(D1)  puisqu'elle  esl  extraite  de  la 
suite  precedente  :  elle  converge  done  uniformement  dans  (  D).  Or,  la 
suite  initiale  est  arbitraire;  la  famille  serail  done  normale  dans  (I)) 
contrairement  a  Phypo  these. 

Par  consequent,  si  la  famille  n'esl  pas  normale  dans  (D  ).  elle  n  est 
pas  normale  dans  l'un  au  moins  des  domaines  (  )  et  (  D2 ),  soil  (  I),  ) 
par  evemple.  En  partageant  de  nouveau  (D|)  en  deux  domaines.  on 
obtiendra  un  domaine  partiel  contenu  dans  (  13,  )  on  la  famille  ne  sera 
pas  normale.  En  continuant  ainsi,  on  definit  une  suite  infinie  de 
domaines  partiels  emboites.  lis  out  au  moins  un  point  commuri.  N 
resulte  de  ce  qui  precede  que  la  famille  n'est  pas  normale  autour  de 
ce  point,  e'est-a-dire  n'est  pas  normale  dans  un  cercle  arbitraire- 
menl  petit  ayant  ce  point  comme  centre.  On  appelle  ce  point  un 
point,  irregulier. 

Par  consequent,  si  une  famille  de  fonctions  n'est  pas  normale  dans 
une  region,  cette  region  contient  un  point  irregulier  au  moins.  Autour 
de  ce  point  irregulier,  e'est-a-dire  dans  un  cercle  si  petit  soit-il, 
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ayant  ce  point  com  me  centre,  loutes  les  fonctions  fn(z)  de  la  famille 
prennent  dans  lenr  ensemble  toutes  les  valeurs,  sauf  deux  valeurs 
exceptionnelles  an  plus.  Car,  s'il  y  avail  trois  valeurs  exceptionnelles, 
la  famille  de  fonctions  serai t  normale  dans  le  cercle  et  le  point  consi- 
dere  ae  serait  pas  irregulier. 

Un  point  irregulier  interieur  a  un  domaine  ou  les  fonctions  de 
la  famille  sont  holomorphes  et  bornees,  nyest  pas  isole. 

Supposons  le  contraire.  Soil  A  un  point  irrcgulier,  suppose  isole. 
On  peut  alors  deerire  un  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  assez  petit 
pour  que  tous  les  points  de  sa  circonference  soient  reguliers.  II  en 
resulte  que,  de  toute  suite  infinie  on  peut  extraire  une  suite  partielle 
convergeant  uniformeinent,  sur  la  circonference  vers  une  fonction 
limite  finie.  D'apres  le  theoreme  de  W eierstrass,  la  convergence  serait 
alors  uniforme  dans  le  cercle  tout  entier  et  A  ne  serait  pas  un  point 
irrcgulier.  Done  les  points  irreguliers  interieurs  a  un  domaine  d'ho- 
lomorphie  ne  sont  pas  isoles. 

On  peut  demon Irer  que,  dans  le  domaine  precedent,  l'ensemble  des 
points  irreguliers  est  continu  et  d'un  seul  tenant  avec  la  frontiere. 

Les  points  irreguliers  jouent  un  role  fondamental  dans  l'etude  de 
la  convergence  des  fonctions.  Un  tel  point  est  en  quelque  sorte  un 
point  singulier  collectif.  Gomme  nous  venons  de  le  voir,  le  theoreme 
de  Picard  est  applicable  a  un  point  irregulier,  si  Ton  considere  l'en- 
semble des  fonctions  qui  admettent  ce  point  comme  point  irregulier. 
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40.  Fonctions  holomorphes  bornees.  —  Soit  une  famille  nor  male 
de  fonctions  holomorphes  dans  un  domaine  (D).  Si  ces  fonctions 
sont  bornees  en  un  point,  elles  sont  bornees  dans  tout  domaine 
(  D' )  interieur  au  premier. 

Supposons  que  le  theoreme  ne  soil  pas  vrai,  c'est-a-dire  supposons 
que  les  fonctions  fn(z)  ne  soient  pas  bornees  dans  leur  ensemble 
dans  le  domaine  (D').  Alors  il  y  a  un  point  z{  du  domaine  (D')etune 
fonction  /,  (  z  ),  telle  que 

l/i  OO  I  >  * ; 

un  point  z2  et  une  fonction  f\  (z  )  telle  que 

en  general,  un  point  zn  et  une  fonction  j n  (z)  v^rifiant  l'in^galite 

\fn(Zn)\>n. 

Considerons  alors  la  suite  : 

J\{Z),    Mz),      ....    fn(z),  ... 

formee  avec  les  fonctions  prec^dentes.  La  famille  etant  normale.  on 
peut  en  extraire  une  suite  partielle  convergeant  uniformement  dans 
(D7)  vers  une  fonction  limite  f(z).  Gette  fonction  limite  est  diff^rente 
de  la  constante  infinie  ;  en  efTet,  par  hypothese,  les  fonctions  sont 
bornees  en  un  point  z0,  que  Ton  peut  toujours  supposer  interieur  a 
(D')  en  agrandissant  au  besoin  ce  domaine.  On  a  done 

l/»(*o)t<M 
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quel  que  soil  // .  Cecj  entraine  e\ idemment 

i/(^)ISM. 

Donc./(  z)  est  une  fonction  holomorphe  dans  (D');  elle  est  bornee 
et  l'on  a 

I/O)  ]  <K 
dans  tout  le  domaine  (D;).  Comrae 

|/„(2)-/(*)l<i 
a  partir  d'un  certain  rang-,  on  a  evidemment 

|/„(^)|<K-HI 

pour  7i  assez  grand,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  supposi- 
tion I  fn  (z,t)  [  >  /*.  Par  consequent,  les  fn  (z)  sont  bien  bornees  dans 
leur  ensemble  dans  le  domaine  (D'). 

41.  Premier  theoreme  de  M.  Picard.  —  Considerons  une  fonction 
entiere  f{z) 

f(z)  =ffl0+fliz  +  a2  32  +  ... 

et  supposons  qu'elle  ne  se  reduise  pas  a  la  constante  a0. 

Tracons,  dans  le  plan  des  z,  les  cercles  de  centre  o  etde  rayons  i, 
2,  2 2  2",  ....  et  etudions  la  famille  des  fonctions 

fo(z)=f(z), 

Mz)=f(2z), 

Mz) 

Mz)=f(2^- 


dans  le  cercle  (C)  de  rayon  i.  La  premiere  fonction  est  precise- 
ment  f(z)  dans  le  cercle  (C),  la  seconde  prend,  dans  le  cercle  (C), 
tes  \aleurs  que  prend  f  {z)  dans  le  cercle  de  rayon  2;  en  general, 
/„  (  z)  prend,  dans  le  cercle  (C),  les  valeurs  que  prend  f(z)  dans  le 
cercle  de  rayon  2".  La  famille  de  fonctions  consideree  fait  en  quelque 
sorte  la  repartition  par  tranches  des  valeurs  que  prend  f(z)  dans 
le  plan. 

La  famille  J  n  (z)  ne  peut  pas  itre  nor  male. 

En  effet,  >i  La  famille  eiait  normale,  dans  (C)  par  exemple,  toutes 
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ies  fonctions  fn(z)  seraienl  borates  dans  leur  ensemble  (Jans  Ie 
cercle  |  z       en  vertu  du  theoreme  du  paragraphe  40.  car 

/o(o)  ==/i(o)  =/2(o)  =. .  .==/n(o)  =..■•;=  a0. 

Mais  si  Louies  les  fonctions  /„  (  z)  elaient  born^es  pour   ^  |  <  il 

s'ensuivrait  que  la  fonction  entiere  f(z)  serait  bornee  sur  toute 
cireonference  |  z  \  =  271,  et  par  suite,  dans  tout  le  plan.  Elle  se  reduirait 
alors  a  la  constante  a0,  en  vertu  du  theoreme  de  Liouville,  ce  qui  est 
contraire  a  I'hypothese.  Done  Id  famille  fn(z)  rtest  pas  normale 
dans  le  cercle  (G). 

Les  fri(z)  sont  holomorphes.  Elles  doivent  alors  prendre  dans  le 
cercle  unite  toutes  les  valeurs,  sauf  une  valeur  exceptionnelle  au 
plus.  Sinon,  les  fn(z)  ne  prendraient  ni  la  valeur  infinie,  ni  deux 
valeurs  exceptionnelles,  et  la  famille  serait  normale. 

Comme  les  fn  (  z  )  prennent  dans  le  cercle  (G)  les  valeurs  que  prend 
(z)  dans  le  plan  entier,  on  obtient  ainsi  le  theoreme  suivanl  : 

Une  fonction  entiere  f{  z)  prend  toutes  les  valeurs  fuiies.  sou/ 
peut-etre  une  valeur  au  plus. 

Par  exemple,  ez  ne  prend  pas  la  valeur  zero. 

On  obtient  le  meme  resullal  en  supposant  que  /(s)  ne  prenne 
qu'un  nombre  (ini  de  fois  deux  valeurs  exceptionnelles  :  il  suf'fit  de 
supprimer,  de  la  suite.  fn(z),  un  certain  nombre  de  fonctions  au 
debut. 

42.  Droites  de  M.  Julia.  —  La  famille//t  (z)  n'etantpas  normale,  il 
v  a  au  moins  un  point  irregulier  dans  le  cercle  (G).  Soit  P  ce  point, 
que  l'on  pent  supposer  ditTerent  de  l'origine  puisqu'il  n'est  pas  isole. 
Dans  le  voisinage  de  P,  la  famille  n'est  pas  normale.  Done,  dans  un 
cercle  (y)  arbitrairement  petit  de  centre  P,  toutes  les  Equations 

fn(z)  =  a, 

ou  a  est  une  constante  finie,  ont  des  racines  quel  que  soit  a,  sauf 
peut-etre  pour  une  valeur  au  plus. 

Or,  les  valeurs  que  prennent  les  fn(z)  dans  le  cercle  (y)  sont  les 
valeurs  que  prend  J(z)  dans  les  cercles  homotlukiques  de  (y).  obte- 
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nus  par  les  homoth^ties  de  p6le  o  el  de  rapports  2,  a2,  . ..,  2",  .... 
II  s'ensuit  que  /'(  z)  prend  une  infinite  de  fois  toutes  les  valeurs, 
sauf  peut-^tre  une  valeur  exceptionnelle  au  plus,  dans  le  secteur 
de  sommet  O  et  tangent  au  cercle  (y)  arbitrairement  petit.  End'autres 
termes,  la  demi-droite  OP  a  la  propriety  suivante  : 

Dans  tout  angle*  aussi  petit  que  Von  veut,  do/it  elle  est  la  bis- 
seetrire.  la  function  entiere  J  (  z)  prend  une  infinite  de  fois  toute 
valeur^  sauf  peut-etre  une  valeur  ait  plus. 

Nous  appellerons  toute  demi-droite  OP,  une  droite  de  Julia  ou 
droite  ( .1 ). 

Par  exeuiple,  pour  la  fonction  e2,  les  deux  demi-droites  portees 
par  I'axe  imaginaire  sont  des  droites  (J).  Pour  ez%  les  quatre  direc- 
tions des  bissectrices  des  angles  des  axes  sont  des  droites  (J).  Pour  la 
fonction  elliptique  <j(z)  de  Weierstrass,  toutes  les  droites  issues  de 
l'origine  sont  des  droites  (J).  Pour  les  fonctions  entieres  de  Mittag- 
Leffler  et  de  M.  Lindelof  qui  tendent  uniformement  vers  zero 
lorsque  c  sYdoigne  a  I'infini  dans  tout  angle  ne  contenant  pas  I'axe 
r^el,  il  v  a  une  seule  direction  (J),  Faxe  reel. 

Tout  progres  dans  l'etude  des  droites  (J)  donnera  des  rensei- 
gnements  sur  la  distribution  des  arguments  des  zeros  des  equations 
f(z)  =  a. 

43.  Fonctions  meromorphes.  —  L'etude  des  fonctions  mero- 
morphes  dans  le  plan,  ou  meromorphes  pour  \z  \  assez  grand,  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  l'etude  d'une  fonction  autour  d'un  point 
singulier  essentiel  isole  que  l'on  peut  toujours  supposer  a  I'infini. 
Cette  etude  se  ramene  a  son  tour  a  celle  d'une  famille  de  fonctions. 
pii  ('tablissant  un  pavage  du  plan  autour  du  point  singulier  essen- 
tiel. 

Soit  f(z)  une  fonction  mcromorphe  pour  Traeans  les 

cercles  (C_,  ),  (C0),  (C,  ),  (Go),        (G„),        de  centre  zero  et  de 

rayons  respectivemenl  egauxa^  1,  2,  2-  2",        et  designons 

par  (  r  ).  (  T,  ).  (ra)j  :  . ,  (Tn),  .  .  .  les  couronnes  (C_,  Ci ),  (G0  G2), 
(G|  Gf),  ....  (C„_,  C„+, ).  .... 


lofi  CHAPITRE  VI. 

Considerons,  dans  la  couronne  (T«),  la  famille  de  functions  : 


fn(z)  prend,  dans  (T)  les  valeurs  que  prend  f(z)  dans  la  cou- 
ronne  (Tn).  Done,  a  l'aide  de  la  famille/,,  (z),  nous  pourrons  etudier, 
dans  la  couronne  (T)  les  valeurs  que  prend  f{z)  flans  la  region 


44.  Second  theoreme  de  M.  Picard.  —  Une  fonction  ayant  un 
point  singulier  essential  isole  prend,  autour  de  re  point,  une 
infinite  de  fois  toute  valeur  sauf  peut-etre  deux  valeurs  au  plus. 

Nous  aliens  montrer  que  si  une  fonction  admet  trois  valeurs  excep- 
tionnelles  au  voisinage  d'un  point,  ce  point  ne  peut  etre  un  point  sin- 
gulier essentiel. 

Supposons  que  le  point  singulier  soit  a  l'infini  et  que  la  fonc- 
tion f(z)  admette  trois  valeurs  exceptionnelles  que  nous  pouvons 
supposer  etre  o,  i,  oo. 

La  fonction  f(z)  est  holomorphe,  diffe  rente  de  o  et  de  i  a  I'exte- 
rieur  d'un  cercle  que  nous  pouvons  supposer  etre  le  cercle  C_,.  Les 
fonctions  fn(*>)  sont  alors  holomorphes,  differentes  de  o  et  de  i  dans 
l'anneau  (T)  :  elles  forment  done  une  famille  normale  dans  l'interieur 
de  (T).  Considerons  la  suite  des  valeurs  /„(i  )  et  supposons  qu'elle 
ait  une  valeur  lirnite  finie  correspondant  a  une  suite  de  valeurs  nt. 
/i2.  •  •  ft*,  •  •  •  de  l'indice  n.  Les  fonctions fn (z)  seraient  doncbornees 
en  module  sur  la  circonference  (C0)  et  serait  uniformement 

borne  sur  les  circonferences  (Gnjt)  par  un  nombre  M.  On  aurait  done 
aussi 

|/(s)|<M 

dans  les  couronnes  limitees  par  ces  circonferences  et.  par  consequent, 
quel  que  soit  z  pour  \z  \  >i.  Le  point  a  Tinfini  ne  pourrait  done  etre 
un  point  essentiel. 

Supposons  maintenant  que  fn  (i)  ait  pour  seule  limite  la  valeur  oo; 
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fn\Z) 


ilsuffUderemplacer/„(£)par  j-i — -  pour  etre  ramene"  an  cas  prece 


dent . 

Par  consequent,  s'il  existe  trois  valeurs  exceptionnelles,  le  point  a 
I'infini  ne  peul  e*tre  qu'un  point  ordinaire  ou  un  pole.  Si  la  fonction 
est  entiere,  c'est  un  polynome  ;  si  elle  est  meromorphe,  c'est  une 
fraction  rationnelle. 

On  voit  done  que  les  fonc lions  f(z)  —  a  ont  une  infinite  de  zeros 
autour  d'un  point  singulier  essentiel  isole  sauf  peut-etre  pour  deux 
valeurs  de  a  au  plus;  car,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  tracer 
un  cercle  assez  petit,  ayant  son  centre  au  point  essentiel,  et  dans 
lequel  la  fonction  ne  prendrait  aucune  des  trois  valeurs. 

io.  Droites  (J)  des  fonctions  meromorphes.  —  Considerons  une 
fonction  f(z)  meromorphe  a  distance  finie  et  admettant  une  valeur 
exceptionnelle  a.  Elle  possede  au  moins  une  droite  de  M.  Julia.  En 

effet,  la  fonction  g(  z)=      ^         est  entiere;  elle  possede  done  au 

moins  une  droite  (J).  II  s'ensuit  que  f(z)  =  +  «  a  une  droite  (J) 
au  moins. 

Une  fonction,  meromorphe  autour  d'un  point  singulier  essentiel 
isole,  qui  possede  une  valeur  asymptotique,  admet  une  droite  (J) 
au  moins. 

Rappelons  ([u'une  fonction  f(z)  ayant  un  point  essentiel  isole 
ad  met  une  valeur  asymptotique  a  lorsqu'il  existe  un  chemin  ayant 
pour  extremite  le  point  essentiel  tel  que  les  valeurs. de  f-(z.)-  sur  ce 
chemin  aient  pour  limite  unique  a  lorsque  z  a  pour  limite  le  point 
singulier.  Le  chemin  s'appelle  un  chemin  de  determination. 

Supposons  le  point  singulier  a  I'infini  et  divisons  le  plan  en  cou- 
ronnes,  comme  au  paragraphs  precedent.  Soit  f(z)  une  fonction 

meromorphe  pour  |  z\^-  qui  tend  vers  la  valeur  asymptotique  a,  sur 

le  chemin  (  £).  Gonsiderons  toujours  la  famille 

/„(*)  =/(2'j) 

dans  I'anneau  (T0)  compris  entre  les  circonfe*rences  (G_2)  de  rayon  \ 
et  (Ga)  de  rayon  4-  Gette  famille  ne  pent  pas  etre  normale  dans  le 
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domaine.  En  effet,  dansle  cas  contraire,  on  pourraitextraire  de  toute 
suite  infinie  de  four i ions  f„ (z),  une  suite  partielle  f„  (  z).  convergeant 
uniformement  dans  (  V  ).  La  fonction  limite  de  cette  suite  est  neccssaire- 
menl  la  constantea.  Pour  le  montrer,  remarquons quele  chemin  (£) 
coupe  les  circonferences  (C„  )  en  des  points  admettant  une  infinite'' 
d'homologues  sur  la  circonference  (G0 ).  Done  il  y  a,  sur  cette  circon- 
ference (G0),  une  infinite  de  points  on  l'une  des  fonctions  f!,'{z) 
prend  une  valeur  voisine  de  a.  La  limite  fo(z)  de  la  suite  ///(z) 
prend  done  sue  (G0)  la  valeur  a.  Mais  le  raisonnemenl  peut  s'appli- 
quer  a  toute  circonference  voisine  de  (C0)  et  contenue  dans  (T),  la 
fonction  limite  prend  aussi  la  valeur  a  sur  cette  circonference.  Done. 
La  suite  converge  uniformement  vers  a  dans  toute  la  couronne  (T). 
Ainsi,  toute  suite  convergent^  extraite  de  la  suite  fn(z)  converge 
uniformement  vers  a  dans  (T).  Je  dis  que  la  suite  fn(z)  clle-meme 
converge  uniformement  vers  a  dans  (T).  Dans  le  cas  contraire.  il 
existerait  un  nombre  e0  el  une  suite  infinie  /^(z)  extraite  de  la 
famille  /„  ( z),  telle  que  l'on  ait,  pour  un  point  zn  de  (T), 

1/4?  I  >-£o. 

Mais  on  peut  extraire  de  la  suite  fn\z)  une  suite  partielle 

/tf'OO,  •■■ 

convergeant  uniformement  dans  (T)  vers  a.  On  aurait  done,  pour  p 
assez  grand  et  quel  que  soit  z  dans  (T), 

et,  en  particulier, 

\fnkp>(Zn},)-a\<t(» 

tandis  que,  par  hypothese, 

par  consequent,  fn(z)  converge  uniformement  vers  a  dans  (T);  on 
a  done,  pour  n  >  n0< 

\fn(z)-a\<e} 

£  etant  arbitrairement  choisi;  par  suite,  lorsque  \z\  est  superieur 
a  2n°,  on  aurait 

\f(z)-*\<s, 
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/(  z)  aurait  pour  limite  a  quand  c  croit  indefiniment  et  le  point  a 
I'infini  he  scrail  pas  singulier. 

Done  la  famille  fn  (z)  a  au  moins  un  point  irregulier  P  dans  la 
couronne  (T).  La  droite  OP  esl  alors  une  droite  (J)  pour  la  fonc- 
tion /(  z). 

\<>u>  axons  ainsi  determine  deux  categories  do  fonctions  mero- 
morphes  admettant  certainement  des  droites  (J)  :  i°  Les  fonctions 
ayanl  une  valeur  exceptionnelle;  2°  les  fonctions  ayant  une  valeur 
asymptotique.  D'ailleurs  une  valeur  exceptionnelle  est  toujours  une 
valeur  asymptotique.  Ce  ne  sont  pas  les  seules  fonctions  mero- 
morphes  admettant  des  droites  (J).  Par  exemple,  la  fonction  ellip- 
tique  pz  admel  comme  droites  (J  )  toutes  les  droites  du  plan,  car  un 
secteur  arbitraire  contient  une  infinite  de  parallelogrammes  des 
periodes.  Cependant  pz  n'a  ni  valeur  exceptionnelle,  ni  valeur 
asymptotique.  M.  Ostrowski  (1)  a  trouve  les  conditions  necessaires 
et  suffisantes  pour  qu'une  fonction  meroinorphe  autour  d'un  point 
singulier  essentiel  admette  des  droites  (.1 ).  Les  fonctions  depourvues 
de  droites  (J)  s'appellent  fonctions  exceptionnelles  (O).  Voici,  sans 
demonstration,  les  resultats  de  M.  Ostrowski  pour  le  cas  d'une  fonc- 
tion meroiuorphe  dans  le  plan. 

Theorems  de  M.  Ostrowski.  —  Pour  qu'une  fonction  f(z)  mero- 
morphe  dans  le  plan  soit  exceptionnelle,  il  faut  et  il  suffit  quelle 
satisfasse  aux  quatre  conditions  suivantes  : 

i°  f(z)  est  de  genre  zero.  Nous  i'ecrirons  sous  la  forme 

HO-;) 
n(-4) 

7  =  1 

/,  designant  un  entier  posit  if,  negatif  ou  mil. 

20  Les  ai  el  Les  bj  obeissent  aux  lois  de  regularite  suivantes  : 
la  difference  entre  le  nombre  des  poles  et  le  nombre  des  zeros 
de  modules  inferieurs  a  r  est  bornee  quel  que  soit  r.  Dans  la 


( 1  )  Ueber  Folgen  analytischer  Funktionen  und  einige  Verschdrfungen  des 
Picar  darken  Satzes  (Math.  Zeitschrift,  Bd.  24,  193.3,  p.  3 1 5-3.58). 
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couronne  r  £  \  z\<  2  r.  le  riombre  des  zeros  etcelui  des  pdles  de  f\  z  | 
sont  bornes,  quel  que  soit  r.  Aucune  limite  des  valeurs  nest 
egale  a  V unite. 

3°  Formons  l'expression  : 


(\*t\<r,  I  bj  I  <  r). 


JVL  (a,-)  et  ^       sontj  oornes  quel  que  soit  r. 
Par  exemple,  la  fonction 

/t  =  0 

est  exceptionelle  (O). 

46.  Extensions  diverses.  —  Considerons  une  fonction /(&)'<,  soit 
a  une  valeur  non  exceptionnelle  el  (J  )  une  droite  de  M.  Julia.  Si  (y) 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  un  point  irregulier  P  de  rayon  aussi 
petit  que  Ton  veut,  nous  sayons  que  f(z)  prend  la  valeur  a  dans  (y) 
et  dans  tous  les  cercles  homologues.  M.  W.  Saxer  (')  a  traite  le 
probleme  suivant  : 

Dans  quel  cas  V  equation  f  (z)  —  a~o  a-t-elle  un  nombre  borne 
de  racines  dans  le  cercle  (y)  et  les  cercles  homologues? 

Pour  toutes  Les  valeurs  de  a,  a  l'exception  de  deux  au  plus,  le 
nombre  des  racines  augmente  indefiniment  avec  le  rang  des  cercles, 
sauf  pour  certaines  fonctions  exceptionnelles  (S).  Toutes  les  fonc- 
tions exceptionnelles  (S)  sont  de  genre  o,  de  la  forme  precedente, 
mais  les  ai  et  les  bj  obeissent  a  des  conditions  de  regularity  moins 
etroites  que  dans  le  cas  des  fonctions  exceptionnelles  (O).  II  y  a 


(')  Ueber  quasi-norrnale  Funktionsscharen  und  eine  Verscharfung  des  Picards- 
chen  Satz  (Math.  Annalen,  Bd.  99,  1928,  p.  707-787). 
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des  functions  entiere  exceptionnelles  (S),  par  exernple  la  fonction 
entiere  [J  («  -  .  Z-  )  • 

n=  o 

On  a  aussi  eimlie  ['existence  <le  droites  analogues  aux  droites  (.1  ) 
relatives  aivx  Equations  f('z)  —  \\(z)  =  o,  R(z)  designant  one  frac- 
tion rationnelle,  on  aux  distributions  exceptionnelles  de  M.  Borel;  et 
(Tan i res  extensions  ( { ). 

47.  Rapports  entre  les  points  singuliers  et  les  droites  ( J ).  —  Consi- 
derons  une  fonction  holomorphe  definie  par  une  seriede  Taylor  don t 
le  rayon  de  convergence  estfini  et  les  demi-droites  qui  joignent  l'ori- 
gine  aux  points  singuliers  situes  sur  le  cercle  de  convergence. 
M.  Andre  Hloch  a  pense  que  ces  demi-droites  sont  a  rapprocher  des 
demi-droites  (.1)  correspondant  aux  fonctions  entieres,  fonctions 
pour  lesquelles  le  rayon  de  convergence  est  infini. 

Cette  vue  est  confirmee  par  les  rapprochements  suivants  : 

L'ensemble  des  droites  (J)  d'une  fonction  entiere  est  ferine  car 
toute  droite  liniite  de  droites  (J)  est  une  droite  (J).  De  merne  : 
l'ensemble  des  points  singuliers  d'une  fonction  situes  sur  le  cercle  de 
convergence  est  ferine.  M.  G.  Polya  (2 )  a  pousse  tres  loin  la  compa- 
rison et  montre  que  la  plupart  des  theoremes  connus  sur  la  distri- 
bution des  points  singuliers  du  cercle  de  convergence  avaient  leurs 
correspondants  dans  la  distribution  des  droites  (J)  d'une  fonction 
entiere.  an  moins  lorsque  l'ordre  est  infini.  Nous  en  avoiis  indique 
qnelques^tins  dans  1'Introduction. 

iS.  Theoremes  de  M.  Schottky  et  de  M.  Landau.  Extensions.  — 

Gonsid^rons   la  famille   des  fonctions  f(z)  holomorphes  dans  le 

(  1  )  Voir  en  particulier,  M.  Biernaoiu,  Sur  les  droites  de  Julia  des  fonctions 
entieres  |  Comptes  rendus  de  I' Acad,  des  Sciences  de  Paris,  t.  186,  1928,  p.  1260 
ct  1  1  id).  —  G.  Valiron,  Le  theoreme  de  M.  Picard  et  le  complement  de  M.  Julia 
(Journal  de  Math.,  t.  VII,  1928,  p.  1 1 3-i 36) ;  Recherches  sur  le  theoreme  de 
M.  Borel  dans  la  theorie  des  fonctions  meromorphes  (Acta  mathematica,  t.  52, 
1928,  p.  67-92).  —  H.  Milloux,  Les  cercles  de  remplissage  des  fonctions  mero- 
morphes ou  entieres  et  le  theoreme  de  Picard-Borel  (  Acta  mathematica,  t.  52, 
1998,  p.  189-255). 

(  -  1  r/ntersuchungen  iiber  Lucken  and  Singula  ritaten  von  Potenzreihen  (  Math. 
Zeitschrift,  Bd.  24,  1929,  p.  549-640). 
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cercle  de  rayon  i,  tie  prenanl   |  »;i  ^  dans  ce  cercle  les  valeurs  6 
et  i  et  donl  le  premier  terme  du  deVeloppement  en  se"rie  esl  au. 
Ges  fonctions  forment  une  famille  normale.  Comme  f(o)  ~at 
fixe,  les  fonctions  /( z)  sonl  borates  dans  leur  ensemble  dans  Le 

cercle  |  3  [  £  j?  par  exemple  [11"  40].  On  a  done 

|/(3)!<o(«n) 

dans  le  cercle  de  rayon  ^>  &(#0)  designant  un  nombre positif  qui  ne 

depend  que  de  a{).  Gonsiderons  main  tenant  les  fonctions  f(z),  holo- 
morphes  dans  le  eercle  |  z  |  <  R,  difl'erenles  de  o  et  de  1  dans  ce 
cercle  et  telles  que  leur  valeur  pour  z  —  o  soir  aussi  a0.  On  a  encore 

\Az)\<Q(aQ) 

pour  — >  car,  en  posant  z  =  \\z} .  f  (z  )  =./(  Hs, )  devient  one 

fonction  possedant  les  memes  proprie'te's  dans  le  cercle  de  rayon  1. 
De  meme,  on  aurait  pour  tout  cercle  de  rayon  9l\  avec  o  <  9  <  1 , 

\f{z)\<  Q(a0,  •> 

G'est  le  theoreme  de  M.  Schottky,  cas  particulier  du  theoreme  du 
pa  rag  rap  he  40. 

Maintenant,  considerons  les  fonctions  holomdrphes  pour  |  z  |  <<  R 
dont  les  premiers  coefficients  du  developpement  en  serie  sont  a0 
et  a,  different  de  zero.  On  a,  d'apres  une  inegalite  de  Cauchy. 

max  de  | f(z)  |  pour  | z  | <  - 

i/'(o)|<   ^  — 


Oil 


„  2G(«0). 


done 


R 

2  Q(a0) 


G'est  le  theoreme  de  M.  Landau  : 
Soit  une  fonction 

/(  z  )  =  «n  -+-  ci)  z  ~h  a,  z*  -h  .  .  .  -4-  an  zn  -+- 
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qui  ne  prend  pas  les  valeurs  o  et  i  dans  le  cercle  \z\<^\\. 
Si  Voti  se  donne  les  deux  premiers  coefficients  a0  et  a{  ^  o  du 
developpemem f.  le  nombre  R  est  borne  par  une  function  de  aQ 
et  de  a , . 

On  peut,  dans  ce  theoreme,  remplacer  la  condition  a,  ^  o  par 
toute  autre  condition  telle  que  la  famille  considered  ne  contienne 
aucune  cons  tan  te ;  par  exemple,  a,,  ^  o  avec  p  >  i  ;  ouf(i)  =  b0^ati. 
Onobtiendra  toujours  une  limite  superieure  pour  le  rayon  de  conver- 
gence.  Plus  genera  lenient  : 

( '  unsiderojis  les  fonctions 

f(z)  =  da  —  tti  z  +  a.,z-  -+-.  .  .-+-  apzP  -f-.  .       anzn  -+-  .  .  .  , 

dont  les  p  -f-  \i  premiers  coefficients  sont  fixes .  avec  ap+l  =^  o,  et  qui 
ne  prennent pas  plus  de  pfois  les  valeurs  o  et  i .  Le  rayon  du  cercle 
de  convergence  de  ces  fonctions  est  borne  superieurement  par  une 
function  des  coefficients  donnes. 

Ln  demonstration  peut  etre  obteime  en  suivant  une  marclie  ana- 
logue a  la  pr£ce\lente.  lei  aussi,  on  peut  remplacer  la  condition 
a/)+i^  o  par  toute  autre  condition  telle  que  la  famille  consideree 
ne  contienne  aucun  polynome  de  degre  p. 

La  derniere  proposition  peut  etre  etendue  an  cas  oii  f  (z)  est  une 
fonction  meroniorplie  ne  prenant  pas  plus  de  p  fois  trois  valeurs 
donnees.  II  y  a  une  limite  superieure  pour  le  rayon  du  cercle  dans 
lequel  la  fonction  est  meromorphe  quand  on  se  donne  on  nombre 
convenable  de  coefficients  do  la  serie  de  Taylor. 
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